Chapitre 11

REPONSES A CERTAINS
EXERCICES

11.1 Problemes du Chapitre I

SECTION 1.1

Probléeme 1.1 Si I’on calcule les premieres valeurs, ¥ = 1, 2 = —1, i3 = —i, i* =1, =4, 5 =

—1... il semble que les quatre valeurs 1,4, —1, —i forment un cycle qui se répéte. En effet, si n € N,
n=45+kou j,keNet 0 <k <4. Donc,

Z-n — Z‘4j+k — (14)]Zk

ce qui démontre que seules les quatre valeurs 1,4, —1, —¢ sont possibles.

Probléme 1.2

(a) —4 () —+V2—5i (¢) 29+ 2i
(d) () 25(17—60) (f) 1
Probléme 1.3
(a) =+ (1+2i) (b) =+ (3+2i)

Probléme 1.4
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2

Probléme 1.5 Siw = u + v alors w? = u? — v2 + 2iuw et

d’ou

Dongc, il y a deux choix pour u et deux pour v laissant la possibilité de quatre combinaisons. Mais,
la condition 2uv = y exige que u et v aient le méme signe si y > 0 et les signes opposés, si y < 0 et
la formule suit immédiatement.

Probléme 1.9 Posons P(z) = az? + bz + ¢, a,b,c € R,a # 0. Si 2 est une racine de I’équation
P(z) =0 alors,

0=0=P(z21) = az?+bzx+c
= az?+bi+¢
= azl+b7 +ec.

Dong, si 21 est une racine de 1’équation il va de méme pour z;. (Bien str ceci ne vaut pas grande
chose si 21 est réel!) Or, vu que a # 0

(z+i)2_b2—4ac
2a)  4a?

 —b= Vb2 — 4dac
- 2a '

Si b2 — 4ac < 0 on observe que (£iv/4ac — b2)? = b? — 4ac indiquant que les deux solutions sont

Si b2 — 4ac > 0 les solutions sont

z

—b+ iv4ac — b?
z = :
2a

Probléme 1.10 Il est facile & voir que 7' = 2R(z) = 2z + Z et N = |2|? = 22.

Probleme 1.11 Pour l'inégalité a droite on note que
(2l +1y))? = |2[* + [y* + 2lzlly > [« + |y* = 2® +y* = |2

et pour celle a gauche

1 1 1
22 = Iyl = (2l + lyl)? = 5@ + 9% = 2fallyl) = 5 (] — [y)* > 0.
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Probléme 1.12 Les deux racines sont 2 = £2 — i.

SECTION 1.2

Probléeme 1.16 Les autres conditions étant évidentes il suffit de déterminer la condition qui
garantira que chaque élément différent de zéro soit inversible. Ceci sera le cas si et seulement si
pour tout couple (a,b) # (0,0) le systéme d’équations linéaires

ac+ (ba)d =1 bc=(a+b08)d=0

admet une solution unique et ’algebre linéaire nous dicte que pour cela il faut et il suffit que le

déterminant

1, \?
Z Za+bﬂ|:<a+§bﬁ) fz(ﬁ2+4oz)

soit non-zéro pour tout choix de (a,b) # (0,0). Ceci sera le cas si et seulement si 32 + 4a < 0
car autrement 1’équation quadratique réelle qu’est le déterminant admettrait des solutions réelles
non triviales pour a et b.

SECTION 1.3

Probléme 1.17 On observe simplement que |zw|? = (zw)(Zw0) = (2w)(zw) = (22)(ww) = |2|*|w|?
et le résultat suit immédiatement car, dans R, vVu? = |u|.
Probléeme 1.18 Ici |z| = |(z —w) +w| < |z —w|+ |w| dou |z —w| > |z] — |w|. Mais, par symétrie,

|z —w| = [w — 2| > |w| — |2]. Donc, [z —w| > ||z| — [w]].

Probléeme 1.19

20 + 263 + af + af + af + af
2lal? +2|6]* + (a+a) (8 + )

= 2(la]* + [B*) + 4R()R(B) .

la+ B + |a+ 37

Probléme 1.20 Posons a = x + iy et considérons la fonction f a deux variables réelles définie par

flay) =@ =12+ y2 + /(z+1)2 + 2.

Puis,

of _ x—1 n rz+1 o of _ 2 n Yy
dr -1 +y7 Ve+DP+y2 9y a1y Ve D)y
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Mais, une condition nécessaire pour une valeur maximum ou minimum est que ces deux dérivées
partielles s’annulent. Ceci n’est possible, pour les points a l'intérieur du cercle z? + y? = 1, que
si y = 0 et on obtient la valeur minimum, v/2, de f. Donc la valeur maximum doit correspondre
a un point sur le cercle. Dans ce cas la substitution de cette contrainte dans f donne g(z) =
V2(V/T =2 + 1+ ) qui définit les valeurs de f sur le cercle (—1 < z < 1). Ici,

g'(x) = g (‘ \/11_ i \/11—1—2:)

et ¢’(z) = 0 si et seulement si z = 0 = £(0,1) = 2v/2.

Probléme 1.21 La partie imaginaire de (1+ic)® est c(c* —10c? +5) et cette fonction de ¢ s’annule

pour les cinq valeurs réelles 0, +1/5 + /5.

Probléeme 1.23 1l est clair que z = 0 n’est pas une solution. Donc, si z = z + iy, 22 +y* — 22 —
1+2y=0dony=0etz=1%+2.

Probléeme 1.24 On observe que
11+ Z120* — |21 + 22 = 1 + |21l 22] — |21] — |22| = (1 = |21])(1 = |22])

qui, si |z1] <1 et |22] < 1, doit étre non-négatif.

Probléme 1.25 Ici |14z =1+4[z] = (1+2)(142) = 142|2[+[2> dot (2 +2) = R(2) = |2].
Si z = x + 1y ceci se traduit par x = /a2 + y2 et, nécessairement, y = 0. Donc, z est réel.

Probleme 1.26

(a) L’intérieur du cercle de rayon 2 centré a l'origine;

(b) L’extérieur du cercle de rayon 2 centré a 'origine;

(c) Une hyperbole avec les droites y = -2 comme asymptotes;

(d) Une hyperbole avec les axes des coordonnées comme asymptotes;

(e) Les points & l'intérieur de 1'oval de Cassini (22 + 32)((z — 1)? + y?) = 1. (Voir la figure 11.1
ci-apres)

(f) L’extérieur du cercle de rayon 1/« centré a l'origine;
(g) Ecrivons l'inéquation comme |z — 1| < |z + 1] ou, si z = 2 + iy
(12412 <(z+1)?+y* = 0<4z = R(2) >0.

Donc, I'inéquation est satisfaite pour tout z du demi-plan {z : R(z) > 0].
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Figure 11.1: Oval de Cassini

SECTION 1.4

Probléme 1.29

(a) +(1+iv3), £(vV3—i); (b) +¥2(1+1i), £%2(1—i);
(c) +(1+2i); (d) 3(1+v3), 1, 5(1-iV3).

Probléme 1.30 Si 6; = arg(z;),02 = arg(z2) alors R(z122) = |z1]|22]| cos(01 — 02) et |z1]|z2| =
|21||22| cos(2km), k € Z. Donc cos(6y — 02) = cos(2km) entrainant 6; = 0 + 2km, k € Z.

Probléme 1.31 On observe que |21 — 22|? = ||21| — |22]|? si et seulement si 2123 + Z120 = 2|21||22]
d’ott R(z122) = |z1||22| et le probleme est équivalent au Probleme 1.10.

Probléme 1.32

Ti(x) ==z, So(x) =1;

Ty(z) =222 -1, Si(x) =2z,
T3(z) = 423 — 3z, So(z) =42 — 1;
Ty(w) =8z* — 822 +1, S3(v) =823 —4x

Probléme 1.33 Avec la condition |2|? = 22 4+ y% = 1 on trouve que

(x+iy)° = 2% —1923y% 4 5ay® + i[5’y — 10223 + 97
= 25 —1023(1 — 2?) + 52(1 — 22)? + iy[5z? — 1022 (1 — 22) + (1 — 2?)?]
= 162 — 202° + 5z + iy[162* — 1222 + 1]
= Ts(x) +iySs(x).
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et pour ce probleme T5(x) = 0 et ySy(x) = 1. Vu que x doit étre positif, il faut que = satisfasse
I'équation 16z* — 2022 + 5 = 0 qui a deux racines positives, & savoir

5++5

5 -

1
=3

Or, une évaluation directe montre que Sy

7N

% 5_2‘/5> < 0 qui forcerait y < 0 de telle sorte que la

seule solution possible est

INEE
2 2

B

1 /5+
2 2

=

x1 = 1=

Mais, en coordonnées polaires, z° = i avec |z| = 1 est équivalent & 50 = 5 +2km, k € Z et notre

solution correspond au cas ou k =0 (# = 7/10 = 18°). Donc, cos(r/10) = x; et sin(7/10) = y;.

Probléme 1.34 Si R = cos(27/n) +isin(27/n) les racines de 1+ 0i sont R, R, ... R"~! de telle
sorte que la transformation 7' définie par T : R* — kmod n établit un isomorphisme entre les
n-ieme racines de 1 + 07 et le groupe des entiers modulo n.

Probleme 1.36 D’apres la discussion dans le texte

sin g (%) =yS4—1(x) =0.

Le polynéme S,_1 ne contient que les puissances pairs de z et il peut s’écrire comme un polynome a
coefficients entiers en y par le biais de la substitution z = /1 — y2. (Rappelons que 2% +y? = 1 ici.)
Donc, sin % satisfait soit y = 0 soit Sq—1(v/1 — y?) = 0. Dans les deux cas on tire que y = sin ’%
est algébrique.

Probléme 1.37 Ceci est un attrape! Si a € R et cosf = % (oz + é) alors

1 1\?2
cos’f +sin?0=1=- (a—l——) +sin% 0
4 «
d’ou

1 1 1 1\2
sin20:1—1(a2+2+$>z—z(a—a> <0.

Donc, les seules valeurs possibles pour « sont o = %1 et il est trivialement vrai que la formule pour
2 cosnb est correcte.

SECTION 1.5
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Probléme 1.38

Forme isotrope Forme paramétrique
() | (3+i)2—(3-i)z—Ti=0| |2=Ti+(1- %)t
b) | z—(=i)z+6i=0 z=3+1t
() | @+i)z—(2-Dz+10i=0 | |z=-3i+(1-})¢
d)|z—2z2—4i=0 z=2i+1

Probléeme 1.39

(@) (1—i)z—(1+0)z2=0, (b) z=(1+it, (c) z2+2=0.

Probléme 1.40 Si A = a; + ias la substitution dans I’équation isotrope de la droite révele que la
forme implicite réelle de I’équation est

—arx +ay+c=—-(A)z+R(A)y+c=0.

Si R(A) # 0 la pente de la droite est m = S(A)/R(A) qui est aussi le tangent de l'angle fait par
Paxe des x positifs et le « vecteur» A. Si R(A) = 0 ce vecteur et la droite sont verticaux.

Probleme 1.41 Supposons que les droites sont:
Az — Az +2ic=0 e Bz—Bz+2d=0

ouc,d€eR. SiA=ai+iay et B= b+ iby, les deux étant évidemment différents de 0 + 04, on
trouve que L

A B o AB + AB B 2(0,1()1 + GQbQ)

AYBET T AB T iB
Donc, la somme des pseudo-pentes est zéro si et seulement si a1by +asbs = 0. Si a1 = 0 la premiere
droite est verticale et, vu que ao doit étre différente de zéro dans ce cas, ’autre droite est forcément
horizontale. Si az = 0, le méme type de raisonnement s’applique (sauf qu la premiere droite est

horizontale et la deuxieéme verticale). Donc on peut dorénavant considérer que les quatre quantités
ay,az, by, be soient # 0. Il s’ensuit que le produit des pentes des deux droites est (az/a1)(b2/b1) =
—1, qui est la condition d’orthogonalité classique.

Probléme 1.42
(a) Une droite.

(b) L’équation implique que x = 0 et y?> + 1 = 0 et ceci est impossible vu que y € R. Donc le
graphique est vide.
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(c) Encore il s’agit d’'une équation impossible si 2,y € R. En effet, la partie imaginaire donne la
contradiction 5 = 0. (Le graphique est vide.)

Probleme 1.44 Supposons que 1’équation de la droite en forme implicite soit ax + by + ¢ = 0
ou on considere a,b et ¢ comme les inconnus. Si (z,y) est un point quelconque sur la droite nous
avons le systeme d’équations

ar+by+c=0, ar;i+byi+c=0, azxa+bys+c=0.

D’apres un résultat d’algebre linéaire ce systéme a une solution non-triviale pour a, b, ¢ ssi

z y 1
A= r1 Y1 11=0
T2 Y2

Or,siz=x+1y, 21 =x1 +iy1 et z0 = x2 + 1Yo

z2+z z—z 1 z —z 1 z z 1
0=4A=|z1+71 z1—7z21 1l|=|n -z 1|+|zt =1 1|=
2+7%Z9 2—7Z 1 29 —z2 1 Z2 2z 1
z z 1
2|z =71 1
z9 Z9 1

d’ou le résultat suit immédiatement.

Probleme 1.45 D’abord, peu importe les valeurs en question, 1’égalité des matrices suit des
calculs suivants:

r1+iyr v —iyr 1 1 oz 1 ry —iyp 1
To+iys To—iys 1| = |22 w2 1 |+]| 22 —iy2 1
x3+1iys w3 —1yz 1 x3 x3 1 x3 —iys 1
wr xp 1 wr —iyr 1
+ o a2 1 |4 iy —iy2 1
13 w3 1 1ys  —iys 1
1 y1 1 y1 oz 1
= —i|x2 y2 1 |+i|ly2 x2 1
x3 ys 1 y3 x3 1
1 y1 1
= - xr2 Y2 1

z3 ysz 1
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Or, le résultat est trivialement vrai si les trois points ne sont pas distincts. La droite déterminée
par les points distincts (z2,y2) et (r3,ys) est

z y 1
z2 y2 1[{=0
x3 ys 1

et les trois points sont alignés si et seulement si (z1,y;) satisfait cette équation.

Probléme 1.46
(a) 1—-0Z—-(1+44i)z=0 (b) Z—z+4i=0.

Probleme 1.47 Supposons que z B 7ot 7 5w Alors,

= , Azt2ic) _ o,
W_AZ;QZC_A( Zl) QZC:Z

impliquant que R% est l'identité.

Probléme 1.48 Soit I’équation de la droite L : Az — AZ + 2ic = 0, ¢ € R la droite qui définit la
réflexion Ry,. Si, par Ry, z1 — Z1 et zo — Z3 nous avons

AZ; — Az + 2ic=0 et AZy — AZy + 2ic =0

d’ou on tire

A(Zl—Zg) :A(zl—zl) = |Z]_—Z2| = |2’1—22|.

Soient Li, Lo deux droites qui passent par un point zg. Si 61,602 sont les angles d’intersection de
ces droites avec ’axe réel, ces droites peuvent se voir associées les équations paramétriques

Ly z:zothewl et Ly : z:zo+tew2.

Si 21, 29 sont les points sur les droites L1, Ly qui correspondent au choix ¢ = 1 dans les équations
paramétriques notons par Zy, Z1, Zs les images de zg, z1, 2o par la réflexion Ry. Alors,

Zl - ZO _ 21— 2o _ 692_.91

Zo—Zy  Z2— 2 '
Donc, 'angle entre les images des droites Ly et Lo est le négatif de celui déterminé par L et Lo
avant la réflexion.

Probleme 1.49 On peut supposer que le point d’intersection des deux droites est ’origine. Dans ce
cas les équations de Ly et Ly peuvent s’écrire comme Az — Az =0 et Bz— Bz =0ou |A| = |B| = 1.
Donc, A = €' et B = ¢'P oul a et 3 sont des angles que font A et B respectivement par rapport
I'axe des x positifs. Les réflexions se définissent par

RLIZAZ—A,?:O et RLQZBW—BZZO.
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La composition Ry, o Ry, est définie par

W = g (%) z = e 226y — Q2i(a—f)

ce qui représente une rotation d’angle 2(a — [3) autour de 'origine.

Probleme 1.50 Non. Par exemple, si la translation est 77 : z — 2z 4+ 1 et la rotation est
Rrjp + zizalors Th o Ryjg 2+ 14z tandis que Ryjp0 Ty @ 2+ i(1 + 2).

Probleme 1.52 Supposons que les quatre points se retrouvent sur le cercle
azZ+Bz+Bz+d=0 a,de€R, ad#0, BB—ad>0.

Alors, en solutionnant pour z
d+ Bz

_B—Fai'

z =
Pour les points 21 et z3 on voit que

d+ Bz d+ Bzz —(d+ Bz)(B+az3)+ (B+az)(d+ Bz3) (% — 73)(ad — BB)

21—23 = —= — = = = == =
e B+az B+azs (B+az)(B+azs) (B+az1)(B+ azs)

De facon semblable B
zZ1 — 24)(ad — BB)
(B + azl)(B + a23)

Rl — R4 =

Alors,

21—24_B+a23

21 — 23 B+a,§4 21 — 23
21 — %4

et, par symétrie

290 — 23 B+a24<2’2—23)
29 — 24 B—l—aig 29 — 24

Il est maintenant clair que B, (21, 22; 23, 24) = By(21, 22; 23, 24) ce qui entraine que B, (z1, 22; 23, 24) €
R. Vu que chaque étape de I’argument marche dans les deux sens les conditions du probleme sont
nécessaires et suffisantes.

Probléme 1.54
— . o\ — 3 _ .
(a) 222+ (2+3i)z+(2-3i)z—5 =0;
(b) 4zz2+ (—2+5i)z+ (-2 —5i)z2 —23 =0;

(c) zz+(-5+i)z+(-5—-9)z—-16=0.

Probleme 1.55
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(a) La droite verticale qui passe par (%, 0);

(b) Si @ = 0 l'image est I'axe des y. Autrement, is s’agit du cercle azz + z + z = 0. En effet
I'image est le cercle centré au point (—1/a, 0 de rayon 1/|al;

(c) L’ensemble vide @ car aucun z ne satisfait I’équation!;

(d) Supposons que le triangle soit non-dégénéré et que l'origine n’est pas un sommet et ne se
retrouve pas sur un coté. Dans ce cas chaque coté se transforme dans un segment de droite,
si la prolongation du c6té passe par l'origine, ou un arc de cercle dans le cas contraire.

Si origine est un sommet le c6té déterminé par les deux autres sommets est un arc de cercle
(jamais un segment de droite!) et les deux autres cotés se transforment en demi-droites
partant des images des deux sommets # 0 + 0.

Si l’origine est un point intérieur d’un des cotés ce dernier devient une droite avec un segment
contenant l'origine enlevé. Les deux autres cotés sont des arcs de cercle.

(e) La courbe cubique 2% + y(z% + y?) = 0.

SECTION 1.7

Probléme 1.65 Si S est un ouvert alors S° = Z. En particulier, si €2 est un ensemble quelconque,
S = Q° est un ouvert d’ou S° = (2°)° =5 = Q°.

Si A C Bet A° € B° alors il existe zg € A° tel que zg ¢ B°. Mais, dans ce cas 2y ¢ B tandis
que zg € A° — 29 € A. Ceci contredit '’hypothése A C B.

11.2 Problemes du Chapitre 11

SECTION 2.1
Probléeme 2.2
A)
F 2 1 (3 _ 53
lim 1z L. i(z .z
T—i 2 —1 T—i 2 —1
~ lim i(z—1)(z —|'—zz+z
T—1 Z—1

= limi(2® +iz—1) = —3i

r—n1
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B) Si Q(z0) # 0 alors lim,_.,, % = ggig; Si Q(z0) =0 et P(zp) # 0 alors lim,_, % = 00.

Si P(20) = Q(z0) = 0 alors il existe des entiers positifs j et k tels que P(z) = (z — 20)*p(2) et
Q(2) = (2 — 20)7q(2) ot p(20) # 0 et q(20) # 0. Dans ce cas

P(2) p(z0)/a(z0) st j=Fk
lim o 0 sik>j
AN 00 sik<j
C) lim,; 52 = 3 = -2+

Probléeme 2.4
A) En coordonnées polaires
R(z?)  r2cos20

= 5 = cos 260

|22 r

et, lorsque z — 0, r — 0 mais 6 peut étre une valeur quelconque entre —1 et +1. Vu que la limite
oA . , . . R(2) 5 .
doit étre unique lorsqu’elle existe, on conclut que lim,_,( T I existe pas.

B) Encore en coordonnées polaires
3(22)  r?sin26

= = rsin 20
z T

3(22)
[

et, lorsque r — 0, cette quantité tend vers zéro peu importe la valeur de 6. Donc, lim,_,
SECTION 2.2

Probléme 2.7 Notons que si Az = Az + iAy

f(z+Az) = f(2) Az
Az Az +iAy’

Mais, lima,_.g ﬁ%y n’existe pas! Ceci suit, par exemple, du fait que si Ay = Ax et on laisse
Az — 0, la fraction devient (1 —1i) et si Ay = —Az la fraction devient 3(1+14) donc la limite qui
définit la dérivée n’existe pas.
Probleme 2.8 Notons que

f(z+Az) — f(2)  (2v+ay)Az + (ax + 2by)Ay A2z + A%y

Az N Az +iAy Az +iAy

A2z+A2y

Or, Ac+ily

= |Az| — 0 lorsque Az — 0. Mais,

lim (2z + ay) Az + (ax + 2by)Ay
Az—0 Az + ZAy
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ne saurait exister que si x et y satisfassent le systeme d’équations homogenes
2c +ay =0, ax+2by=0.

Une solution est = y = 0 et, si 4b = @2, il y aura une infinité de solutions qui correspondent aux
points de la droite ax = y. Néanmoins, il n y a aucun point ou la fonction f est réguliere.
Probléme 2.10 Les singularités correspondent aux points o1 z* +1 = 0. Vu que
A41 = (2241)72 - (V22)?
= (Z2+V22+1D)(E2-V2+1) =0

on trouve les quatre points (les racines des deux équations quadratiques)

2 2
Z:ﬂziﬂ:ii.
2 2

Probléme 2.12 Pour la fonction |z|? = 22 + 4 on note que

fz+Az) = f(2)  2zAz+2yAy | |Az +iAy)?
Az Az +ily Az +iAy

Comme dans le Probleme 2.8 la limite qui définit la dérivée ne saurait exister que si x =y = 0 et
la fonction y est monogene (main non réguliere).

Pour la fonction |z| = /2?2 + y?
f(z+Az) = f(2) 20Ax + 2yAy + A2z + A%y

Az (Az +iAy)(V(@ + Az)? + (y + Ay)? + Va2 +y?)
Si la limite de cette expression existait il faudrait qu’elle soit égale a

2cAx + 2yAy . 1
ArS0 T Az + Ay v Vi F A2+ (y+ Ay)Z + a2 +y2
1 lim 2xAz + 2yAy
QW Az—0 Az + sz
Il est clair que la derniére limite n’exist que si z = y = 0 mais dans ce cas le coefficient (2 \/m )_1
est infini. Il s’ensuit que la function |z| n’est dérivable nulle part.

SECTION 2.3

Probleme 2.15 Ici la longueur d’arc est définie par

t
s=s(t) = /\/1+tan2t:udu
0
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= /Ot sec u du
tan (g) + (%)
an(3)+ (5)

sec (268— g)‘ + 24 <es— %) .

Probleme 2.17 Voici deux possibilités.

= log

= log

dout=2(e— %) et

z(s) =log

A) xz=cost, y=2sint (0<t<2m)

1—¢? At
B) $=1+t27 y:m (—OO<t<—|—OO)
SECTION 2.4
Probléeme 2.18
A)l+ 72 B) — L+ ie20
C)ea:(COS y +isin y) D)6—2i9
E)3 coshz(1 + e~ %) F)rs - (11++zz)2 o210

Probleme 2.20 Vu que f'(z) = 1+ e 29 le cercle de Kasner est, dans le plan des dérivées,
|y — 1] = |e72®| = 1 qui est un cercle de rayon 1 centré au point (1,0).

Probleme 2.21 Pour ces points il faut que % = 22Z—2 = 0. Donc, f est monogene pour chaque
point du cercle unitaire défini par |z| — 1.

Probleme 2.22 Ici il faut que % = % (% +Zg_3) = %% = 0. Vu que ¢ ne dépend que de la
seule variable réelle z on conclut que ¢ = const. Donc, seules les fonctions réelles identiquement

constantes peuvent étre holomorphes.
Probleme 2.24

of
9z

8le
_l._
|

0 .0 .
" ay) (6 +iv)

(5t 3) 2 (5 5)

5+ 3) 2 (5 -3)

N~ N~ N~
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- (&)
- \oz/)°
Probléme 2.26 A) Ceci suit immédiatement du fait que si f est de classe C? alors
2 1 1 (d*f  d? 1
a f:_<2_i2) (a_f+18_f> — _ _f_|__f :_vzf_
020z 4 \0x Oy) \Oxr Oy 4 \dz?2 = dy? 4

Probleme 2.27 Non. C’est I’angle de phase associé a la dérivée polygene. En effet si

f/ = fz + fa’ceizial
g = g:+ge M
(f9) = (f9):+ (fg)ze

alors

(fo) = (fg.+ f.9) + (fg= + fzg)e 20 |
o+ Fg = fg-+gfs+ fgze > + gfze >0

Etant donné que les trois angles varient de maniére indépendante 1'égalité fg)' = (f¢' + f'g) n'est
valide que dans les cas exceptionnels.

SECTION 2.5

Probleme 2.29 Ceci suit du fait que % = 44y qui n’est zéro que siy =0= 2z € R.

Probléme 2.30 A partir des équations x = rcosf, y = rsinf qui détermine les relations entre
les coordonnées cartésiennes et polaires on trouve qu’en considérant r et # comme des fonctions de

T ety
1 = rpcos8—0,rsin
0 = rysin@-+60,rcos 6
1 = rysin 0+ 6yrcos 0
0 = rycos  —0yrsin 0
d’ott on déduit
Q—COSQ @__sin& &—sine %—COSG
or " Or r oy oy or
Or,
af .
2% = fz_lfy
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sin 6 —ifrsine—ifgcose

r T

1
= —(rfr(cos @ —isin 8) + fop(—sin 6 —icos 0))
,

= frcos O — fy

= %(rfr —ifg)(cos 0 —isin )
1

- r(cos 6 + isin 6) (rfr —ifo)

= 0f—ifo).

S L(2 2
z 22\ or 08)°
Le résultat pour la dérivée % se déduit de maniere semblable.

Probleme 2.31 Si f(z) =/r (cosg + ¢sin g) our>0et —m <6 <, prouver que f’(z) existe.

Donc, en coordonnées polaires

PROBLEMES DIVERS

Probléme 2.33

A) 1 B) —362—15— 481
11.3 Problemes du Chapitre III
SECTION 3.1

Probleme 3.1 Elle n’est dérivable dans aucun ouvert de C.

Probleme 3.3 Il suit du fait que %—? = z%l, qui n’est jamais zéro dans C, qu’il n’existe aucun
point de C ol R est dérivable.

Probleme 3.4 La condition implique que % = 0 pour toute valeur de z. Donc, le polynéme P
ne dépend que de Z et il peut s’écrire comme

P(z)=a+pz+~7%, (a,ByER).

Probléme 3.5

1 1 = 1 1
A) B + °E B) e +¢€° C) 2 + = D) Impossible
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SECTION 3.2

Probléme 3.7
V2

A) 7(\/§+7;) B) 1-3

Probléme 3.9
A) %\/24—\/54—%\/2—\/5, %\/2—\/5—#%\/2—1—\/5,
—%J2+¢§+%J2—ﬂ, —%\/2—\/%\/2+\/§

1 1 1
By 1, Ly¥3. Lvsoo 1 Vsl V8
273 2 7' 2

1
2
Probleme 3.10 Observons que

l4a (1-a)(l—a) 1-—]a]*+2iS(a)
l—-a (1—a)(1—a) 1+]|a]2—2R(a)"

Donce, vu que |a] < 1 on déduit que si § = Arg %‘f—g alors cos 6 > 0 ce qui vet dire que —5 <6 < 5

et |0] < 3.

SECTION 3.3

Probléeme 3.12

et(i2) + e—iiz) €% 4 e 7
cosiz = = = cosh z
2 2
eiliz) _ p—i(iz) % — e~ %
siniz = - =9 = ¢ sinh 2
21 2

Probléme 3.14 En utilisant les formules du Probleme 3.12 on trouve que

cosz = cos(x +1iy) = coszcosiy — sinxsiniy

cosx coshy — ¢sinx sinh y

sin z = sin(x + iy) sin x cos ¢y + sin iy cos «

= sinzcoshy + icosxsinhy
d’ou
|cosz|? = cos®xcosh?y + sin® zsinh?y

2

|sinz|> = sin®xcosh?y 4 cos® rsinh?y
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et, finalement

|cos z|* + |sin z|2 — 1 = cosh? y + sinh? y — 1 = 2sinh®y > 0.
11 est clair que ’égalité ne tient que si y = R(z) = 0.
Probleme 3.17 Posons

S = iy Q200 30 ind
= cosf+cos20 + - -+ cosnb + i(sinf + sin26 + - - - + sinnb)
ot _ gi(nt+1)0
- 1— e

(eie . ez‘(n—f—l)ﬁ)(l . e—i&)
(1 —e?)(1 — )

(e% — e%w)(e% — ei(n-‘r%)@)
B 2—2cos 6
2isin? , i o
= 72 (5 _ilntg)l
- . 20 ez e 2
4sin” 5 ( )
1 0 1 0 1
= g |y o )0+ ileos s —eos(n + 3)0)
Alors,
4 1
cos 5 — cos(n + 3)¢
3(s) = M2
sin 5
_ —2sin®76sin(-5)6
2sin &
~ sin% sin 231
B sing

qui correspond a l'identité B. Pour établir A on note que

sin(n + 3)0 —sin 2
R(s) — Szl
231n§
_ COS”THHSin%G
sing
d’ou
1 sin(n + 1) —sin ¢ +sin ¢
—+R(S) = ( 2) —> 2 2
2 2sin 5

sin(n + 3)0
0

2sm§



11.3. PROBLEMES DU CHAPITRE III 375

Probléme 3.21 On trouve facilement que | sin z|? = sin? x+sinh? y et, en particulier, si z = 5ty
|sin(§ +iy)| =1+ sinh?y > 1. Donc, il faut restreindre z & I’ensemble des réels pour assurer que
|sinz| < 1.

Probleme 3.23 Par exemple, % sinz = 0 si et seulement si z € {§ + k7 : k € Z} qui est un
ensemble de points isolés. Donc, il n’existe aucun point z qui admet un e—voisinage V'(z,¢€) qui
contient uniquement des points ol sin Z soit dérivable ce qui veut dire que sin Z n’est réguliere nulle
part. Un argument similaire s’applique a la fonction cos Zz.

SECTION 3.4

W __,—tw N , .
& d’olt on déduit que

2 _ 9ize™ —1=0.

Probleme 3.25 Notons que z = sinw =

ceci est une équation quadratique en e’ dont les solutions peuvent s’exprimer comme
e = iz + \/ﬁ
Donc, w = —ilog(iz + V22 — 1).
Probleme 3.27
B) z=kn+ilog3, (keZz) C) z=2km, (keZ)

Probleme 3.30 Quelles sont les courbes déterminées par

|2*| = constante et argz® = constante.

PROBLMES DIVERS

Probléme 3.31 Si P(z) = 3.7y ax2", ax € R alors, si 2 est une racine de P(z)

n

n
0=0=P(2)= Zakzk = Zakzk
k=0 k=0

d’o Z est aussi une racine. Si les coefficients ne sont pas tous réels et si z est une racine de P(z)
alors z sera une racine de P(z) qui est le polynome P avec chaque coefficient remplacé par son
conjugué ay.
Probléme 3.32 Rappelons quesin € Nw"—1 = (w—1)(14+w+w?+---+w" ). Siw = e2mi/n
(W™ /™M) = 2™ =1 et w — 1 = €*>™/™ — 1 # 0. Donc,
2mi dmi 2(n—1)mi

1+en +en +---4+e” n =0
Les deux formules se retrouvent immédiatement lorsqu’on décompose cette formule dans ces parties
réel et imaginaire avec 'aide des formules de DeMoivre.
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11.4 Problemes du Chapitre IV

SECTION 4.1
Probléme 4.1 ) ) 19
) .
Probléme 4.2
A) Non B) Oui C) Non D) Oui

Probléme 4.3 Soit G = u + v ’anti-dérivée recherchée. Alors

oG  Ou ov Y
I _ 0T [ 2 24 1J
+1 log \/x? + y* + ¢ tan

ou ov Y
— = log /2?2 2 —— —tan ' Z.
oz og/x* + Yy, B an -

L’intégration partielle de ces équations par rapport a y nous donne

et il s’ensuit que

X T
=g log(z? + ) + ytan™ " e z+ A(y)

2 2
xr“ +
1g—ylogg+ylog 2y + B(y).
T r 2 T

v = xtan

De ces équations on trouve que

x2+y2

PR B'(y).

1
uy = tan”™! g +A'y), vy = — 10@;% + 5 log

Maintenant, les équations de Cauchy-Riemann nous donnent les résultats suivants:

1
log /22 +y% = —log% +log /22 + 2 — ilong + B'(y)

Uy =Vy =
= —logy+ B'(y) = 0
= B'(y) =logy
= B(y) =ylogy —y
u, = —v; = tan ! R A'(y) = —tan™! Y
X
= A)=3
T
= Aly) =7
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Donc,
2, .2
G(z) = xlog\/x2+y2m+ytan_1§+%+i<mtan_1%yloggqt%logac +y>

22
= xlogy/z?2 + 9?2 —x—ytanlgv%(a:tanl % —y+ylog\/x2+y2>

(x +iy)(log\/x? + y? + i tan x) (z +1iy)

= zlogz—=z.

SECTION 4.2

Probleme 4.6 Si f(t) = c et si P est une partition quelconque de l'intervalle [a, b],

M, = su t)=mg = inf t) =c.
’ tk71<17?<tk f( ) F tp—1<t<iy f( )

Alors,

J(f,9,P)=J(f,9,P) = CZ 9(te-1)] = clg(tn) — g(to)] = clg(b) — g(a)].

Il en résulte que
b

lbcdg:7a

a

cdg= [ edg = clgf®) o).

Probleme 4.9 Sans perte de généralité nous pouvons supposer que ¢ > 0. Alors, si P est une
partition quelconque de [a, b]

n

J(cf,9,P) = Y cMilg(tr) — g(tp1]

1

— zn: My leg(t) — cg(ti—1)]
1

= j(f: cg, P) .

De fagon semblable J(cg, g, P) = J(f,cg, P) d’ou

b

LZcf dg = 7acf dg = lzd d(cg) = 721‘ d(cg).
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SECTION 4.3

tsin(1/t) sit#0

. est continue sur [0,1]. Considérons la
0 sit=0

Probléme 4.12 La fonction f(t) = {

partition P, définie par la suite

{0 2 2 2 1}
"Cn+ D Cn—U)n w7
Alors,
2 . 2
— sin
2k+Dr N (2k—Dr

sin =2n.

B(.P) >

k=1

Mais la valeur de n peut étre arbitrairement grande, Donc, f n’est pas a variation bornée sur
'intervalle [0, 1].

SECTION 4.5
Probléeme 4.22 0
Probléeme 4.23 0
Probléeme 4.24 N
A) ¢ 2(0‘) B) —n C) 0

Probleme 4.25 A) Si R > on trouve que
/ zdz | /R
t=r 22+ 1|  Jo | R3e¥0 +1
2T R2 do
- Jo R3-1
2mR?
R3—1"°

Lorsque R — oo cette derniere expression tend vers 0 et le résultat recherché est établi.

ReiRet®dp ‘

SECTION 4.7

3

Probléeme 4.28 37
Probleme 4.29
Probleme 4.30

o O
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11.5 Problemes du Chapitre V
SECTION 5.1

Probleme 5.1 Si R > 0 une application du Théoreme de Cauchy nous donne
R 2 2 144242 .
/ e "dr + e “dz +/ eI (14 i) dt =0
0 Cr R¥2

ot, sur le segment [0, Re®V%/2], z = (1 414)t, t € [0,1]. Sur I'arc du cercle Cr

/ e_szt’ =
Cr

< /ﬂ'/4 €_R2 cos 29R do
— Jo

T R2(cos 20-+isin26)  if
/ e (cos 20+i sin )R€7' do
0

et,si 0 € (0,%), limp_.0 e~R?cos20p _ . Donc, fCR e~**dz = 0. Passons A la limite pour les deux
autres intégrales pour trouver que

00 0 )
/ e dx + / 6_(1+Z)2$2(1 +i)dx =0
0 oo

d’ott on déduit que

o9 ) o9 2
/ 6722332(1 +i)dr = / e dy = £ .
0 0 2

Or,
2 [e.e]
% = / (cos 22% — isin 222)(1 + i) dx
0
00 2
= / (cos 222 + sin 22°%)dx = g
0

o o
et / cos2x% = / sin 222dx
0 0

Donc, [° cos2z?dx = /7/4 et la substitution x = u/v/2 nous donne

/ cos uldu = \/7_”/_ 5\ o :/ sinu?du .
0 4 2V 2 0

Probléme 5.5

A) 0 B) 2ri C) 0 D) 2ri E) 0
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Probléme 5.6 On utilise la fonction f(z) = H% et le rectangle C' déterminé par les deux points
(—R,0) et (R,3). Vuque 0 < 3 < 1le Théoreme de Cauchy implique que [ % = 0 et on déduit
que
/R dx /B d(R+ iy) N /—R d(z +1f) N /0 d(—R+1iy)
—rl+a22  Jo 1+ (R+iy)? Jr 1+(@+iB)? Jsg 1+ (—R+iy)2

Observons que

/ﬂ idy ’ dy 0 siR—
P — e — —
o 14+ (R+iy)? 0 V(1 + R?—y?) +4R%*y?

s dy

—0 siR— oo

/5 idy
0 1+ (=R+iy)? 0 V(1+R?—y?) +4R?y?

Donc, si R — o0

/OO dx _/°° dr
o I+ 22— ) +2ifr  Joselta? "
et

©  (1-p2+2%)de [ 20x B
/_oo (1— 32 +a2) + 4622 Z/_oo (1— 3 +22)2+4p%2

d’ou

©  (1-p+a%)de
/m (1—p%+a22) + 40222

SECTION 5.2

Probléme 5.7 Par la version complexe du Théoréme de Green

/5652’:22'// gdmdy:%?z‘// drdy = 2iA.

¢ int(c) 9z int(c]

/ zdz :/ re_ie(ewdr—i-irede) :/ ir2d0—|—/ rdr:i/ r2de .
¢ c c c c

1 1
A== [ zdz== [ r%df.
2@,/Czdz 2/Crd9

De plus,

Il s’ensuit que

Probléme 5.8

5 e = [ O FCl0(z) da dy
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B //int(r) ()gi’t e dy

-/ /M) 9(2)F(z) da dy.

Probléeme 5.10 Tous les cercles de Kasner sont centrés au point fixe déterminé par B—f const.
SECTION 5.3
Probléeme 5.14
0 oG oF
2 P EE— [EE— —_
V°FG = 48 {Faz +G8z}
OF 0G  OF 0G
_ 2 2
= FV°G+GV F+4<8 55 + == BE Bz)
Mais,
oF 0G OF 0G OF 0G = OF 0G
Vite VG_4£ 0z 45R<8z 82) 2(32 82+62 82)
d’ou

V2 FG = FV?G + GV?F + 2VF ¢ VG .

Probléme 5.15

VAL = VTG = 422 FFE
8282

= 4f'()F(2) = Alf ().

Probleme 5.17 Le cercle C' admet les équations paramétriques £ = 1 + rcosf, y = rsinf et il
s’ensuit que

T

/(x2 —y?) dx + 2zy dy

2
= / {[(14—7“0059) — 7?2 sin% 0] (— sin @) +2(1+rcos€)rsm9rcos€} de
0

2
= (8 —'r)/ sinfdf =0.
0
Probléme 5.18 La famille de courbes e*cos y = ¢

SECTION 5.4
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Probléme 5.21 Dans les deux cas la fonction est holomorphe dans la région entre les deux courbes.
Donc, la valeur de l'intégrale est zéro.

Probleme 5.22 1l existe r > 0 si petit que le cercle C, centré a 'origine de rayon r se retrouve
completement a 'intérieur de C. Donc,

dz dz
Ccz Lz
En coordonnées polaires

2 . 2w
J:/ ieﬂedez/ (sin@ +icosf)dfd =0.
0 0
Probleme 5.25 0

11.6 Problemes du Chapitre VI
SECTION 6.1

Probléeme 6.1 Si 2 est a l'intérieur de C' la valeur de l'intégrale est zéro (théoreme de Cauchy)
et, si zg est sur la courbe l'intégrale n’est pas définie. Pour le cas ou zg € int(C) la formule de

Cauchy nous donne
1 222 — 2 -2
I:—,/ S a =222z —2.
2m Jo oz — 2
En particulier, si zg = 2, I = 8mi.

Probleme 6.2 Selon la formule de Cauchy,

1 kz
_/ e_ dz =1
271 lz]=1 X

¥ = cosf + isin@

et vu que, sur le cercle, z = €’

ek T i _k(cosO+ising, i
/ dz = / e e (cos O+isin i dp
lz|=1 % -7
" kcos@ iksing

ehcost iksinb, 19

e* <% (cos(k sin ) + i sin(k sin 0)) db

L.
/

= —/ e?<%89 sin(k sin 0) d9+i/ e*os9 cos(k sin ) d

—T —Tr
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Donc,
/ e#<9 cos(k sin 0) d = 2rr .

—T

Mais, par le biais de la substitution ¢ = —6 on voit que

0 0
/ ekwsacos(ksinﬁ)dﬁ = —/ €kcos(_¢)COS(—kSin¢)d¢

s

= / ek 59 cos(k sin @) dep
0
et on finit par conclure que
/ e? 039 cos(ksin ) df = = .
0
Probléme 6.4
A) 2mie ™2 B) mi/4 C) mi D) 0
Probléme 6.5
A) 0 B) 0

Probléme 6.8

/ sin® z d o2 d3 . 6
———dz = —— ——sin’z
c(z—%)* 3! dz3

z=

(75 — 9V/3)

ol

m 1
3.16
™

= — (25— .
6% 3v/3)

SECTION 6.2

Probleme 6.10
A) La singularité la plus proche est /2. Donc, le domaine est le voisinage V(1 + 4, p)
ol p est la distance entre 1+ et 7/2 & savoir p = /1 + (5 — 1)%.
B V(1+i,1).
C Le plan C. (La fonction est entiere.)
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Probléme 6.11
R¢(0) = 4mi R¢(1) = 6mi R¢(00) = —107i

Probléeme 6.13 La fonction f(z) = m a des singularités (isolées) aux points z = .= pour

tout entier non-zéro k. Mais, z = 0 est une singularité non-isolée vu que tout voisinage de z = 0

contient une infinité des singularités z = %

SECTION 6.3

Probléme 6.18 Soit C' un cercle de rayon R centré a un point quelconque zg € C. Alors,

(n+1)!/ e .
c (

2mi z — zp)"+?
(n+ 1)V M=) 2"

£ z0)| =

Rdf
B 2 |z — =2 Jo
M (|zo| + R)"

Mais R peut étre arbitrairement grand (parce que f est une fonction entiere) et il s’ensuit que
f+D(2) = 0Vz € C. Donc, f est un polynéme de degré < n.

SECTION 6.4

Probleme 6.20 Notons que

2
22+ z+1 2z —1 2z —1
7= 7d:/<1 7)d:/7d.
/cz2—z+2 § C +z2—z+2 ¥ cz22—2-2 ¥

Les deux racines de I'équation 22 — 2z + 2 = 0 sont z = % + # qui se retrouvent a 'intérieur du

cercle défini par |z — 1| = 9. Donc,

I =2mi [Rf (%—l—g) + Ry (%—#)] = 4mi

Probléeme 6.22

A) 6mi B) 2w C) 6mi D) 0
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SECTION 6.5

Probléeme 6.23 Posons g(z) = ze* % et ¢(z) = —1. 1l est clair que, sur le cercle, |¢p(z)| =1 et

pour g notons que
a—z| ale— cos 0—isin 6 ea—cosG >1

parce que a > 1 — a — cosf > 0. Selon le théoreme de Rouché les deux fonctions g(z) et
9(z) + ¢(z) = ze*"* — 1 ont le méme nombre de zéros a l'intérieur de C' et ce nombre est 1 vu que
g(z) n’a qu'un zéro (z = 0).

Probléme 6.24 Choisissons f(z) = 623 et ¢(z) = 27 — 225 — 2z + 1. Alors, sur le cercle unitaire,
1f()=6 et |o(2)| =" -2 —24+1<14+2+14+1=5

et le théoréme de Rouché implique que f(z) = 62 et f(2) + é(2) = 27 — 22° + 62 — 2 + 1 ont le
méme nombre de zéros a 'intérieur du cercle C. Ce nombre est évidemment trois.

Probléme 6.25 Trois

Probléeme 6.26 Observons que si |z| =1

z—al?  (z-—a)(z—a)  1+]a]?—2R(az)
l—az| (I—-az)(1-az) 1+]|a?-2R(az)
Donc, si |a| < 1 et si l'on choisit ¢(z) = —a le théoréme de Rouché implique que f et
z—«
f+o= e
—az

ont le méme nombre de racines a U'intérieur de C' mais, vu que |a| < 1 ce nombre est un.

Si |a| > 1 l'application du théoréme de Rouché avec f = —a et ¢ = (z — a)/(1 — &z) montre
que f + ¢ n’a aucune racine a l'intérieur de C' parce que la fonction f(z) = —a est identiquement
constante et différente de zéro.

Probléme 6.28 Montrer que toutes les racines de 2% + 2z + 1 = 0 satisfont la condition |z| < %
et quil n’y a qu’une seule racine réelle laquelle se retrouve dans Uintervalle (—1,0). La regle de
Descartes indique qu’il n’y a quune racine réelle et qu’elle est négative. Si f(2) = 2° et ¢(2) = z+1
on note que sur le cercle 2| = 2, [¢| < 2.25 et |f| > 3.05. Donc f et f -+ ¢ ont cing zéros ont la
valeur absolue est plus petite que %.

Finalement, on note que pour fonction réelle f(x) = 2° + 2z + 1, f(—=1) = —1 et la dérivée
f'(z) = 52° + 1 est toujours positive. Ceci montre que la racine réelle doit étre > —1 et donc dans
I'intervalle —1,0).

Probléeme 6.30 2z = —1/2 est le point fixe.

SECTION 6.6
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Probleme 6.31  f(z) =e* +ic (c€R)

Probléeme 6.32 Un contre-exemple est obtenu si u(x,y) = x et v(x,y) = —y. Ces deux fonctions
sont harmoniques dans C mais la fonction complexe f = u + iv = x — 1y = Z n’est pas holomorphe
dans C. (En effet elle n’est dérivable nulle part!)

Probléme 6.34 Notons que |f|? + |g|> — ff + g7 et

0* .z N2 |2
+99) =P+
5,05 +99) =1f1"+1g
et cette derniere quantité est zéro si et seulement si |f/| = |¢'| = 0 ce qui implique que f et g sont
des fonctions constantes.
SECTION 6.7

Probleme 6.41 Posons g(z,y) = | cos z|? = cos? z + sinh? . On note que

0 0
—g:—2cosxsinac:0 et —g:2sinhycoshy:0
Oz oy
dans () si et seulement si z = y = 0. Mais ce point n’est ni un maximum ni un minimum de g(z, y)
9909 _ &g _

car 5, dy oxdy ~
cas, posons h(x) = cos®z + sinh? v/1 — 22. Par les méthodes de calcul élémentaire on conclut que
le maximum est atteint pour z = 0 avec y = 1. Ceci donne, pour la valeur maximum de |cos z|,

V1+sinh®1 = coshl=1(e+e1).

0 si x =y = 0. Donc, le maximum a lieu pour an point sur le cercle. Dans ce

11.7 Problemes du Chapitre VII
SECTION 7.1

3

Probléme 7.2 La fonction f(z) a un poéle simple au point z = —% +i73 qui est la seule singularité
au dessus de l'axe réel. De plus, si Cr est le demi-cercle centré a l'origine et au dessus de I'axe des
x et, si R est suffisamment grand,

Lol =
cp 22+ 2z+1|

/ Re?dp
Ch RQeQiG + Reie + 1

/7r Rdo
0o R?—|Re? +1]
2 — 0.

R

IN
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Donc,
o0 dx 1 V3
= ———— =27miRs [+ — | .
/_oo$2+1'+1 m f( 2+ 2)
Mais,
1 _ (1 w3 1
Ry ———&-ﬁ = lim =G+
2 2 PR W 2V 224+ 2+1 V3
et il s’ensuit que
_ /oo de 2 2V3
stz +1l /33
SECTION 7.2
Probléeme 7.5 Soient f la fonction f(z) = m et C le contour de la Figure 7.3. Alors, si

R>2

R
/Cf(z) dz = /_Rf(a:) dx + o f(z)dz = 2mi(Rs (i) + Ry(29)) .

Vu que lim, o 2f(2) =0 =[5 f(2)dz =0 et il s’ensuit que

o z?da o :
I= [m CESV R =2mi(Rys(i) + Ry(2i)) .

Or,
) 22 1
Rf(l) = (Z+Z)(22—|—4) Z:i_g
22 1
B = Ty | "8
2mi(Ry(i) + Ry (2i)) = g

La fonction f est paire d’ou f?oo f(z)dz = [;° f(z)dz. Donc,

/oo $2 dx_z
0o (2+1)(a2+4) " 6

Probleme 7.6 Utilisons le contour de la Figure 7.3 avec la fonction f(z) =

Il est facile a

montrer que fCR f(z)dz = 0 et on observe que z* + 1 = 0 n’a aucune racine réelle et deux de ces

quatre racines sont a U'intérieur de C a savoir

6i7r/4 — \/5 oim/d Q

7(14—2’) et e 5 (=1+14).
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On trouve que

Ry (Q(l—l—i)) = ! _ o

2

V2 A 1 o 1—i
Ry (7(—1+2)> = 4(\/75(_1+Z~))3 42
o (Rf <§(1+i)> + Ry (?(—1—1—2’))) = wa/i

Vu que la fonction f(z) est paire,

B /°° dr /2
o #A4+1 47
Probleme 7.7 Utilisons le contour de la Figure 7.3 avec la fonction f(z) = £ Sur le

(z241)?
demi-cercle Cr on note que

eizdz ei(Rcos 6+iR sin 9)R1d9
/CR (22+1)2

/0 (RZeZiH + 1)2
/7r e*RsinGR do

0 (RQ _ 1)2

< TR
G

Donc, lorsque R — 00, [, f(2)dz =0 et on déduit que

= et °°  cosw [ sinx ) '
|t = | i e =m0,

Mais,
] 1 Cod )
Ry(i) = G- lim @[(z — i) f(2)]

i i eiz
2lidz (2 4 i)
(2 +i)ie”® — 2e%*

m .
Zi (z+1)3

Donc,

/°° e dr o
ceo (212 e
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et

/°° cos xdx o /OO sin xdx _ 0
o (22412 e’ S (2212

La fonction (‘;’25 jff)“; est paire d’ou

/°° cos xdx m
o (#24+1)2 2’

Probléeme 7.9 La substitution z = e transforme I'intégrale comme suit

LlaG-0Is
cl2\"72)|
2 __1\2n
= / —(z D) dz
C 22n( 1)n22n+1
Z ) 2n— kdz
/ 22n 22n+1 i :

Rappelons que, pour une courbe C' qui contient I'origine dons son intérieur, [~ 2™ dz =0, m € Z
a moins que m = —1. Donc,

]:/%Sin%gdg — /ﬂﬁ
0

c 22n(=1)" iz

() o,
o2\ n ) Jo

2m(2n)!  27(2n)!
22n(pl)2 — (2nn!)2

27
I= / sin®" 6 do
0

Il s’ensuit que
s |
/ sin? 9. g — WL
0 (2”71!)2 .

Probléme 7.11 La substitution z = ¢ nous donne

2 do B 4dz
/o a2cos? 0 + b2sin?0 /C iz[a2(z + 1)2 = 2(z — 1)7]
4z dz
[a?(22 4+ 1)2 — b2(2%2 — 1)?]

4z dz
[(a—0)22+ (a+b)][(a+b)22+ (a — )]

- |

4z dz
/ a(z? +1) = b(z* = D][a(z? + 1) = b(2* — 1)]
= Lo
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Les deux équations quadratiques dans le dénominateur de la derniere intégrale admettent les quatre
racines simples

a+b ot b—a

+ + .
b—a a+b

Or, seulement deux de ces racines sont a l'intérieur de C. Supposons que ces deux racines soient

+ l‘%‘s. Alors, pour la fonction

_ 4z
I&) = a2+ @+ e+ D)2+ (a=b)
siz = %
Ri(z1) = lim - !

z—z1 ila?(22 + 1) — b%(22 — 1)]

! 1

T a(E ) - (k-
1 b—a

0 2a2b — 2ab?

1
= 2iab

Un calcul semblable montre que Ry(—z1) = ﬁ et il en résulte que

2 de o
/o a2 cos? 0 + b2 sin? 6 mi(Ry(z1) + Ry(—21)) b

Il est laissé au lecteur de vérifier que si les deux racines qui sont a l'intérieur de C' sont plutot
+4/ Z;Jr% qu’on obtient exactement le méme résultat.

Probléeme 7.14 Suggestion: Regarder la solution du Probleme 7.9.

Probléme 7.15 Utilisons le contour C' de la Figure 7.3 et la fonction f(z) = jﬁijz. On observe
que la fonction f a deux poles simples & l'intérieur de C' si R > /2 A savoir z = 1 +iet 2 = —1+1

et les résidus associés sont

[z — (1 414)]zei@?

ri) =t B
eiaz
)
4z z=1+1
ea(—1+1)
B 8i
— (=1 - iaz
R(-1+i) = lim [z = (=1410))ze

zo—14i 24 4+4
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Donc, pour R grand

/R xeiam J N Zeiaz J
z z
_rzt+14 Cr 2444

Mais, sur le demi-cercle Cr avec R > v/2,

=2mi[Ry(1 +1) + Rp(—1+14)] =

R2e2i0 eiaR(cos 0+isin 0)

391

422

z=—1+1
6—a(1+i)
81

e % |
sina.

R2

12/ (2)| = |

ce qui implique que limp_,o zf(z) = 0 et, par conséquent, fcR f

o pelat e
— dr = —e %sin a
B e | 2

R2e4i9 +4

<
~ Rt—14

(z)dz = 0 lorsque R — oo. Donc,

o0 xsmax T _q
= = —¢

sin a
oo a:4—|—1

Probléme 7.19 Pour le contour donné notons que f() % dz=1 + I — I3 — I ou

ax

Il—fRe dil?

cosh x
a (z+im)
I3 = f R cosh (z4im) dx

o ea(R+iy)
= Jp cosh(FFTy)

L ea(Rtiy)
= Jp cosh(FFiy)

1 dy
1 dy

Le point z = % est la seule singularité de la fonction f a l'intérieur de C' et son résidu y est

() -

Sur le segment (R,0), (R, )
1 pa(R+iy) ”
/0 cosh(R—l—iy)Z Y

lim (z —im/2)e

iz cosh z
eaz
sinh z in
2
Ta Ta

sin — —7cos — .
2 2

< eaR /1 dy

- 0 |cosh(R +iy)|
eaR

<

~ sinh R

1
6(1—a)R[1 —e

—QR]
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qui tend vers zéro lorsque R — oco. Donc,

1 ea(R+iy)
li —————idy =0.
Rioo 0 (:osh(R+iy)Z Y

De maniere semblable
1 ea—(R+iy) J 0
li ——  _idy=0.
ey 0 cosh(—R—i—iy)Z Y

/ 0% g /oo 0T e /oo ea(:v-l—iTr) "
¢ cosh z  J_o cosha —oo Cosh(z + im)

= (1—1—6“”)/ S

Il en résulte que

_ oo coshx
iam
= 2me 2 .
Donc,
iam
oo el e 2 T
=2m — = —
—oo COsh I+eom  cos
Or, observons que si ¢ = —u
/ - /
_oo COsh o cosh u cosh a:
Donc,
> cosh ax Ta
2 dr = msec —
o coshx 2

et le résultat recherché est une conséquence immeédiate.

SECTION 7.3

Probléeme 7.21 Ici on integre la fonction f(z) = 7 sur le contour de la Figure 7.3. 1l est

(= 2+1)

facilement démontrer que sur le demi-cercle Cg, fCR (zQC—li-—l)” = 0 et on trouve qu’en passant a la
limite - P
T
——— =2miR (7).
[ s it
Or,
1 d" =t (2 —0)"
Re(i) — I
(0) (n—1)! B <dz"1 (z2+1)"
1 dnfl
= — (z+14)~"
(n - 1)' dz"= den1 z=1




11.7. PROBLEMES DU CHAPITRE VII 393

Par récurrence on peut établir la formule

at 1 (=) n(n+1)--(2n-2)  (=1)"'(2n-2)
dz"=1 (z 40 (z + )21 (= Dl(z +a)2t
Alors,
1 —1)"(2n — 2)!
Rii) = ooy (n( 1))!EZ + i)zil _
_ (E)ien—2)
(= 1Y2(20)2n
B (2n — 2)
22n—1[(n — 1)!]24
et, finalement, o g 2n — 2)!
[ =20 = e i

Probléme 7.22 Si l'on effectue la substitution z = u2 dans la formule

o0 xafl
/ dx 0<a<1l)
0

14+
on obtient
00 9q20—1 T
/ du = —
o 14+u2 2sinam
et, si b = 2a on obtient
) xbfl T
= 0<b<2).
/0 14+ 22  2sin %’r ( )
Dérivons cette expression deux fois par rapport a b
o /oo b1 B /oo 201 log =
oblo 1+22 )y 1+ 2
T cos
N 4 sin? o
92 /oo b1 B 2 og? 2
ov? Jo 1422 - 14 22
B 72 (sin? 2 + 2 cos® )
B 8 sin? 70

Si b =1 la premieére expression nous donne

o]
[ m
0

1+ 22
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et la deuxieme génere la formule
/OO log? = - 73
o l1+z2 8~

Probléme 7.24 On integre f(z) = ==~ sur le contour C' = Cy UCy U C3 U Cy U C5 ou

sinh z

Cy : |z| =rentre (0,r)et (r,0)

Cy : Taxe des z entre (r,0) et (R,0)

Cs3 : ladroite z = R entre (R,0) et (R,7)
Cs : ladroite y = 7 entre (R, m) et (r,m)
Cs : |z—1|=rentre (r,m) et (0,7 —1r)

La valeur de [o, 573 d2 — 0 par une application du Lemme 7.1.2 (car K = lim, 0 2f(z) = 0).
La valeur de [, 555 d2 — —72/2 par une autre application du Lemme 7.1.2 (cette fois K =
lim,_,;x(z — im) f(2) = —im). Donc, en passant & la limite lorsque 7 — 0 et R — oo

z > © xHtam w2
d :/ d —/ ————dr—— =0
/csinhz ? o sinhz v o sinh(z 4+ i) T
>© > dz T
2 d ; -
/0 sinh z I+W/0 sinh z 2

o x 2
der = —.
/0 sinh z v 4

d’ou

ce qui nous donne

SECTION 7.5

Probleme 7.30 On fait la substitution x = /2y pour obtenir
00 0o 2 0o
2 _2y2 o / X —CE2 . 1 |: / —x
e dy = —e Vdr = —— |2 e
/0 A NG 2 "
1 r(3> B \/§F<1> V2
42 \2) 16 \2) 16 °

2231y

11.8 Problemes du Chapitre VIII
SECTION 8.1
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Probléeme 8.1 Supposons que > o2 zy = Lj et Y o2 yn = La. Alors, si a, et b, sont les sommes
partielles de ses séries il existe des entiers non-négatifs Ni et No tels que pour toute valeur € > 0

1
n>N = \an—L1|<§e

1
n>Ny = \bn—L2|<§e.

Si n > max{Nj, Na} alors
. . 1 1
|(an, + iby) — (L1 + iL2)| < |an — L1| + |bp — La| < §6+ J€=¢

et il s’ensuit que > 02z, + iyp, = L1 +iLlo.
Réciproquement, si > o2 gy +iyy, = L1 +iL9, Ve il correspond un entier non-négatif N tel que

n>N = ‘(an+ibn)—<L1+iL2)‘<6.
Mais, pour cette méme valeur de e et n > N

|(an, — L1) +i(by, — Lo)| <€
[(an, — L1) +i(by, — Lo)| < €

ce qui impliquent, respectivement, que > o2 x, = L1 et Y oo yn = Lo.

Probléme 8.2 Les conditions du probleme nous force de conclure que pour tout n € N a,, = ag+nk.
Donc, a moins que ag = k = 0, lim,,_. a, # 0. Donc, la série ne peut étre convergente.

Probleme 8.3 SiHn:1+%+%+-~+%alors,sin>m

1 1 1 n—m
>

m—|—1+m—|—2+'”+n “m4+1

|Hn - Hm| =

Peu importe la valeur de IV il est toujours possible de déterminer m > N et n > N tels que la

oo 1

”7’”’ soit arbitrairement grande. Donc, selon le Théoreme 8.1.1 la série > _.° ; - diverge.

m+1

quantité ’

SECTION 8.2

Probléeme 8.6 La série diverge par le test de comparaison. Il suffit de choisir a,, = Tnng et b, = %
et on voit que # <5 = % Mais, on sit que la série harmonique ) 2 ; diverge.

Probléme 8.7 La convergence est assurée par l’application du test de comparaison avec > > ; #
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Probleme 8.8 On applique le test de condensation pour obtenir la série auxiliaire

i i log(2F + )_Zlog(2k+1)‘
2k log 2 klog2

n=2
Cette série est divergente parce que

k k
lim log(2" 4+ 1) o i log 2

=1 .
k—oco  klog?2 el klog?2 >0

Probléeme 8.11 La suite {s,} des somme partielles possede deux points d’accumulation distincts
a savoir % et % donc elle n’a pas de limite. Il s’ensuit que la série infinie associée ne converge pas.

3.69..(3n) 1 .o Gni1 _ 2n41 3(n+1)

Probleme 8.12 Si a, = 13575, 1 an 3+ T 2(ntI)-1

par le test d’Alembert.

> % > 1 et la série diverge

Probléeme 8.15 Observons que aZL =1+ QL

T % (;1> . Donc, la série est divergente par le
test de Raabé. (0 = —

2n+1

1.1
2,€= 2n+1')

Probléme 8.17 Absolument convergente.
Probleme 8.18 Convergente mais non absolument convergente.
Probléme 8.19 Absolument convergente.

Probléeme 8.22 Le fait que la suite {7, } est bornée implique qu’il existe K > 0 tel que Vn , |y,| <
K. La comparaison de la série > 2 yncn avec Y o2y K¢, qui converge vers K fois la somme de la
série Y 07 ¢, donne le résultat recherché.

SECTION 8.3

Probléme 8.25 Le rayon de convergence de la série donnée est R = lim,,_,o, =22~ o, possiblement,

R = co. Pour la série f'(z) = 3.0 nay(z — z0)" ! est

Qan

nay,

lim = lim

w00 | (n + Datns

An+1
ce qui reste vrai méme si R = oo.
Probléeme 8.27 Le rayon de convergence de la série est

R= lim ’W‘: lim <1+3> —1.
n—oo n(n+1) n—o0 n

Donc, le cercle de convergence est défini par |z| = 1. Pour les points de ce cercle la série des valeurs

absolues est Y 07, W qui converge. (Test de comparaison avec > o>, nlg )
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Probleme 8.29 Rappelons que si |z] < 1 = > > yz". Prenons la dérivée des deux cotés

’ 1 z
pour trouver que
i -
— = nz"
dz1—2z (1-2)

En multipliant les membres de cette expression par z on obtient

ZTLZ

(Voir le Probleme 8.27 pour la question de la convergence de cette série.)

1—z

Probléme 8.30 Siw =% ,a,2", w' =352 na,z""! et on trouve que

00 2
Zn =1%®na,z"' = 1+ <Z anz”>
n=0
ay 4 2a2z 4+ 3a32% + -+ = 1—|—(ag—l—alz+a222+a3z3+...)2

d’ou 'on tire les identités

ap = l+aj
200 = 2apaq
3az = 2agas + a%
dagy = 2apasz+ 2aiao
das = 2aga4 + 2a1a3 + 2ag

La condition initial w(0) =0 = ap = 0 et on trouve que

1
ar=1, ax=0, a3:§, ay =0, a5:1—5.
Donc,
t —|—Z3+22
n — _ PR
ME=ET TS
SECTION 8.4

Probléme 8.38 1l est clair que si f(z) = e* I e~ de alors f(0) =0 et

f'(z) = e 4 2zez2/ e_§2d£ =1+2z2f(2).
0
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Posons w = > 7%y a,2"™ comme solution possible de 1’équation différentielle w’ = 1 + 2zw qui doit
satisfaire la condition initiale w(0) = 0. Alors,

o
Z na,z" !
n=1

(o]
1+ Z 2a,2" !
n=0

(o) o
ay Z:(n—#—2)@,1_,@,2”+1 = 1—|—Z2anz"+1.
n=0 n=0
Donc,
2
apg=0, ar=1, et VnZl,am_z:ninQ
et
2
as = gal
2 22
as = —az3 = ——a
5 5 43 3.5
2 23
a; = =—az = a
! 7 T 357"
........ 2n
e T U NI R
2".2-4---(2n)
(2n+1)!
22np)
~ Cnri™
Il s’ensuit que
2 [* 2 X 22ny)
f(z) =¢€* / et de =Yy
0 nz:%(QTL-i-l)!
Probleme 8.41 Ecrivons
1 1 _ 1,0
22-52+6 (2—-2)(z—3) z2—-2 z-3
Or,
—1 1 1 1 1 1
223 T 21—z 31_:2
z—2  z- —3 —3
=52 (3) a2
2 2 3 3
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[e's)
n=0
O agn+1 n+1

gntl _gntl

= 2n+1 3n+ 1 z
n=0

1 1
2n+1 - 3n+1

Cette série est absolument convergents pour tout z avec |z| < 2. Ceci sui du fait que 2 est le
minimum des rayons de convergence des deux expressions pour ﬁ et ﬁ Mais on peut aussi
déduire ce fait en notant que

(3n+1 _ 2n+1)3n+22n+2 6(3n+1 _gn+l 6 (1 — (%)”'H)
gniIgnti(3nt2 _ gnt2) T Tgnt2 _ont2 g3 _ 2(2)n+2 -2
Probléme 8.43 0 (’Z;ﬁzn. Le rayon de convergence est R = a.

Probléme 8.45
A) 2r-—1 B) +x C) 1 D)

o[ 3
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