Chapitre 7

EVALUATION DES INTEGRALES
PAR LA THEORIE DES RESIDUS

7.1 QUELQUES LEMMES.

Dans cette premiere section nous allons démontrer quelques lemmes qui seront utiles pour 1’évalua-
tion de certains types de limites lesquelles se présenteront en conjonction avec ’évaluation des
intégrales définies.

Lemme 7.1.1 Soit AB l'arc du cercle |z| = R pour lequel R > 0,6, < 6 < 65, (6; < 65).
Supposons que imp_, 2f(2) = K € C ot la convergence est uniforme et que f soit holomorphe
dans la région comprise entre § = 01 et 0 = Oy pour |z| suffisamment grand. Alors,

o~

lim f(z)dz=1i(0—01) K.
R—oo JAB

Démonstration
Posons f(z) = K + A(z). Soite > 0 donre et choisissong assez grand pour qU&(z)| < €/|61 —6a|.

Alors,
/A {M} dz —i (6 — 91)K‘ _

2 2z
€
_ df| = €.
|62 — 61] /A/B ‘
C.Q.F.D. -

Exemple 7.1.1 Si f = ¢/ ot ¢(2) = S8 b2 avec by_1 # 0 et h(2) = So arz® avec a, # 0
alors

A f(Z)dZ—i(Hg—Hl)K’ -
AB

= )\ide‘ <
AB

/A (K +\(2))id0 —i (65— 61) K‘ _
AB

(2)dz = bu-1 (62— 61) .

n

lim

R—o0 A/Ef

Fin de I’exemple.
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A, = £ XOA
d, = / XOB
|2 =R

0 X

Figure 7.1:

Exemple 7.1.2 Soit f = ¢/ ot ¢(z) = S.& bjz) avec by # 0 et Y¥(z) = Yfajz’ avec an, # 0 et
0 <k<n-—2. Iest clair que limp_. 2f(z) = 0. Soit " le contour fermé simple construit en
réunissant la partie de l'aze des x entre —R et R (R > 0) et la section du cercle Cr : z = Re%
pour laquelle 0 < 0 < 7. Alors, si (z) n’a pas de zéro réel, on voit que pour R > 0 quelconque

/ f(z)dz = ! de+/ f(z)dz = QWiZRf(za)

r ~rRY(x) Cr

ou cette somme représente celle des résidus de f pour les péles de f contenus a Uintérieur de I'.
(On suppose implicitement que f n’a pas de singularité sur Cr. Vu que ceci ne peut arriver que
pour un nombre fini de valeurs de R, il suffit de prendre la valeur initiale de R suffisamment grand.

Or, lorsque R — 00, on trouve que

oo ¢(x)
—o Y(@)

ot la somme représente celle de tous les résidus de f au dessus de l’axe des x.

dz = 2mi Z R(za)

Fin de I’exemple.

Il y a une faiblesse dans l'argumentation de I’exemple précédant laquelle réside dans notre
acceptation implicite de la formule

T o) = lim " M z
e U() dz‘z%aoo/_R o @
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Les points indiqués sont
tous les zéros dg¢i(z).

Figure 7.2:

Dans le cas présenté dans I'exemple ceci est vrai mais, en général, il faut se rappeler que

T @de = [

n—-4oo
{——o0

ou n et ¢ sont indépendantes et il se peut que cette limite n’existe pas méme si le type de limite
symétrique utilisé dans I’exemple converge.

Néanmoins ’exemple nous montre comment on peut utiliser la théorie des résidus pour 1’éval-
uation de certaines intégrales réelles. On verra des exemples détaillés dans la prochaine section.

Lemme 7.1.2 Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage pointé de z = a. Supposons que
(z—a)f(z) converge uniformément vers K € C lorsque z — a. Si AB est l'arc du cercle |z —a| =7
pour lequel 01 < 0 < 0y ot 0 = arg(z — a), (01 < 03), alors

lim _ f(z) dz =1 (92 — 91) K

r—0 /AR

La démonstration est semblable & celle du Lemme VII.1.1.

Lemme 7.1.3 Supposons que 6 € (0,7/2]. Alors,

0
sin @

1< <

o

Démonstration
Sif € (0,7/2) alorssec?# > 1. Donc, f(#) = tan 6 — 6 est strictement croissante g0rr/2] et elle
est toujours positive. Sur l'intervall@, 7 /2) on trouve que
i( 0 ) _ sinf —6Ocosf  cosl
df N

(tan® —0) > 0.

sin @ sin 6 sin2 0
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Donc,g(f) = 6/ sin 6 est strictement croissante it 7/2) d’ou l'inegali€ du lemme suit.

Fin de I’exemple.

Lemme 7.1.4 (Jordan) Si R > 0 alors

fR sin 6
df < —
/0 2R

wl:\

Démonstration

Par le Lemme 7.1.3 on voit que
67Rsin0 < 672R0/7r

d’'ou
/5 e—RsinedQ‘ < /5 e—RsinO do
0
0
_ _le—QRG/Tr‘ﬂ-/z
2R 0
= T (1_ Ry ™
= 3R (1 e )<2R'
C.Q.F.D. m

La démonstration du lemme suivant est laissée en exercice.

Lemme 7.1.5 Si la fonction f est intégrable dans les intervalles indiqués

/7r F(sin6) 6 — 2/% F(sin8) 6
0 0

7.2 QUELQUES EXEMPLES.

Pour notre premier exemple, essayons de trouver la valeur de 'intégrale élémentaire

“+o0o
/0 1+x2_2/ 1+a;2

(Le lecteur devrait savoir évaluer cette intégrale sans utiliser la théorie des résidus!)

La fonction réelle f(x) = 1/(1 + 2?) est définie pour tout x € R mais son extension naturelle,
f(z) = (1/(1+22), a deux poles dans C (z =i et z = —i). Dans ce cas et dans celui d’une fonction
rationnelle générale P(z)/Q(z) qui n’a aucun pdle sur I’axe réel, on construit un contour I' comme
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(RO ~ (RO)
Figure 7.3:

suit. Soit [—-R, R], R > 0, un segment de 'axe réel et Cr la partie du cercle de rayon R centré a
Porigine, laquelle se trouve au-dessus de 1’axe réel. (Voir la Figure 7.3.)

Soit I' = [~ R, R] U Cr (orientation positive). Si R > 1 alors I' contient z = 7 & son intérieur.
(Dans le cas de P(z)/Q(z) on peut choisir R si grand que tous les zéros de @) au-dessus de Iaxe
des = se retrouvent a l'intérieur de I'.) Or, il s’ensuit que

dz
 9riR (i
/F 522 miR (1)

Comme le pole z = 1 est simple, Ry(i) = lim,_;(z —4)(z2 + 1)71 = —i/2.
Maintenant on décompose 'intégrale en deux parties.

/ dz _/R dx +/ dz
rl+22 _r 1422 CR1+Z2

En appliquant le Lemme 7.1.1 on voit que limpr_,o, z2f(2) = 0 de sorte que l'intégrale évaluée sur
Cp tend vers zéro lorsque R — oo. Donc,

et [ [ ()
F1+Z2_R—>oo R1+$2 00 1+.’L’2_ TFZ 21 -7

/°° dx o
0 1422 2

En général, si @) n’a pas de zéro sur l'axe réel et si degré(Q)-degré(P)> 2 alors

d’ou il suit que

+o00 P(SC)
— Q(z)

oi Y Rf(2,) est la somme des résidus de f = P/Q au-dessus de l'axe réel. Le lecteur pourra
établir, par exemple, que

/+°° dz T (a>0) /+°° dz T "
- = a = —— e¢elcC.
o a+x2 Na’ )i 2422 V2

dx = 2mi Z R(2a)
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Le prochain type d’intégrale qu’on considere est de la forme

+oo P +oo P
(2) sinaxdr ou (2)

— Q) — Q(z)

o a > 0 et ou P, dont des polynomes tels que () n’a aucun zéro sur l'axe réel et degré(Q)-
degré(P)> 2.

Si on examine la fonction complexe f définie par f(z) = e'**P(z)/Q(z) on voit que, lorsque

z=x+ M
P(x) P(x)
0(z) cosax + ZQ(x)

Donc, si on peut évaluer ff;o f(x)e’® dz on obtiendra les valeurs des deux intégrales 7.1 en prenant
des parties réelles et imaginaires respectivement.

Nous allons utiliser le méme contour que dans le premier exemple. On note que |f(z)
|f(2)|le= ¥ < |f(z)]. Mais, lorsque R — oo, on sait que |f(z)| — 0. Donc, par le Lemme 7.1.1

cos ax dz (7.1)

sin ax .

fz) =

az|
e =

lim Memz dz=0.
R—o0 Cr Q(Z)

Et, comme conséquence

+oo P(.’L‘)
— Q)

ou encore la somme est celle de tous les résidus de f au dessus de 'axe réel.

e dx = 27ri Z R¢(za) (7.2)

Exemple 7.2.1 Que se passera-t-il si le contour de la Figure 7.3 est remplacé par celui de la Figure
7.4 dans le raisonnement qui méne a (7.2).

(-R,0) (R,0)

> >

Figure 7.4:

Solution
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Notons d'abord que l'irggration se fait sur un contour d'orientatioagative de telle sorte queBiest
le contour (orientation positive)

|-

P(a) PR,y
Q) da:+/CR Q(z)dz_ 2mi X R(z3)

ggz) = [,

ou on a suppasqueR est si grand que le contodir contient toutes les racineg de Q(z) = 0. qui se
retrouvent au-dessous de I'axaet. Il en Esulte que, lorsqu’on pasada limite

© P(x)
—0 Q(2)

Mais, le €sidu deP(z)/Q(z) au pointoco est £ro de telle sorte qQUBR(zg) = —X R(z,) 0U, bien sit, les
Zo, SONt les eros del) au dessus de I'axeel.

dx = —2mi X R(z3) .

Exemple 7.2.2 Evaluer

+o° cosazx +°° sin ax

Solution
Ici on prendf(z) = €**/(a® + 2?). On sait alors que

a? 4 22

+00 QT
/_ e—dx:2m'ZRf(za)

ou la somme re@sente celle degsidus def au dessus de I'axe€l. Le seul ple se trouvana T'interieur
de notre contour est celui au pomnt ai. On voit que

eiaz 1
N = I N
Ry(ai) ZLH;'L(Z az)a2 1227 2

+o00 tox

e ™ _
/ ﬁd:v:—e ac
00 A°+ T a

+°° cosax T +0 sin ax
—o @+ x a —0o G°+ X

Donc,

d'ou

Bien 4ir, on aurait pu dduire la valeur de l'irggrale (b) au dpart vu que la fonction est impaire.

Fin de I’exemple.

Dans le cas d’une intégrale ayant une des formes (7.1) mais pour laquelle @) possede des zéros sur
I’axe réel, il faut modifier notre approche. On en donnera une illustration avec ’exemple suivant.
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Exemple 7.2.3 Evaluer

®gsinx
/ dz .
0 T
Solution

Ici la fonction rationnelld /z a un ile au point). Donc le contour utilis dans les exemplesquédents
ne peuktre emplog’dans ce cas. Afin dliminer le probémea I'origine on construit un petit cercle| = r,
r > 0 et on prendre comme,. la partie de ce cercle qui est au dessus de I'axecdég contour” consiste
des segments-R, —r], [r, R], C, etCr qui est la partie sugrieur du cercleéz| = R. (Voir la Figure 7.5.)

R

|z|=r

> >
(-R,0) (R,0)

Figure 7.5:

:/e—dz:O.
r z

R iz iz
e e
R
r z Cr z

—r ST iz
13:/ Cdr 14:/ iz,
R X oz

Or, observons qum,_ z (¢*/z) = 1. Donc, par le Lemme 7.1.2,

Posonsf(z) = e#/z. Alors,

Mais,I = Iy + I + I3 + I, ou

rli%lJrLl =10 — 7| = —im.

Pour l'intégralel;, on voit que

e’ T iRcosf—Rsin®
= [ e [ eiftent-Ring gy,
c 0

R <
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Donc,
’Ig| S/ e—Rsin9d9:2/2 €_RSin0d9.
0 0

CependantRsin# > 2R/ ce qui implique que—2/s"? < =210/ et alors

5 _2Re T R
|Ig\§2/0 e dG—R(l e )

On voit maintenant quBmg_,o, Io = 0. Or,

Reiﬂf —r eiw .
I:/ —dz + —dx —imr—¢(r,R) =0
r T _R X

ou ¢(r, R) — 0 lorsquer — 0 et R — oo. Donc,

® ginx T
/ dr = —.
0 T 2

Fin de I’exemple.

Exemple 7.2.4 Prouver que si 0 < a <1 alors
00 ax
/ € dr = — il .
oo 1+ €7 sin am
Solution

La difficulté d’'un prob€me comme celui-ci est de trouver un contour appeopliiestévident qu'on
consicere la fonction complexg(z) = e**/(1+ e*). Notons que les contours uti#isjusqu’ici ne semblent
pas appropgs carf a une infini€ de wles sur I'axe deg. Mais nous pouvons contourner ce pebe
en utilisant comme contour le rectanglefidi par les point§— R, 0), (R, 0), (R, 27) et(—R, 2x) (Voir la
Figure 7.6.)

Ce contour ne contient qu’'un sewlp™def et on trouve que

0% )
/ T+ e dz = 2miRy(mi) = —2mie®™ .
T e

Siz = R+ iy alors|f(z)| < e/(ef — 1) — 0 lorsqueR — oo d’oll

) 2 ea(R+iy) )
W fy Trerr' W0
De fagon semblable,
0 ea(—R—i—iy)
lim [ —————idy=0.

R—00 Jox 1 + e fiti
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(0,21)
<
Y ¢ (O, A
> >
(_R!O) (R,O)
Figure 7.6:
Il s’ensuit que
ez R oz R ca(z+2mi) o
I_/F 1+e? dz_/q%l+e”” dm_LRde+¢(R) = —2mie

oulimp_.o ¢(R) = 0. Donc,
, /R €T ™8 gin qr

-R 14 e*

too  ca T
/ dr = — , O<a<l.
oo 1+ €% sin am

dx = —2mie™ — ¢(R)

d'ou

Fin de I’exemple.

Parfois la méthode des résidus est utile pour évaluer des intégrales de la forme
2
/ R(cos,sin0) do
0

ou R est une fonction rationnelle de ses deux arguments. L’exemple est indicatif de la méthode
générale.

Exemple 7.2.5 Evaluer
2w do

o b5+4cosh’

Solution
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SoitC le cercle unitaire efini par{z : z = ¢, § € [0,2x)}. Ici on voit que

1 1 . 1 1
COS@—§(Z’+;) , &n@—i(z—;).

/27r db / dz / dz

I = —— ==t == .

0o H5+4cosd c2224+5z2+2 c (2z+1)(z+2)

Donc, la fonctionf définie parf(z) = (22 +1)~!(z + 2)~! aun wlea l'interieur du cercle. ll@sulte que
1 27

e 1 . 1 .

Donc,

Fin de I’exemple.

Exemple 7.2.6 Evaluer

27
/ cos>" 0 db, n €N
0

Solution

En pro&dant de la raine f&pn que dans I'exemple @eédant on voit que l'irggrale se transforme en
I'int'egrale suivante sur le cercle unitaire:

[ /( +1>2"dz
22n - Jo z z
Le résidu de la fonction—!(z 4+ z~1)2" & 'origine, ai se retrouve sa seule singulari€st

2n

_ L 2n\ ok-on1 , _ (20
Rf(o)_Qm' cz<n>z dz = n
k=0
Donc,
I m(2n)!  7w(2n)(2n —1)..(n +1)
- 22n—1(n!)2 - 922n—1p)|

Lorsque nous devons utiliser les méthodes de 'analyse complexe pour évaluer une intégrale
réelle il faut constater que nous sommes immédiatement confronté avec deux choix importants.
D’abord, le choix de la fonction complexe a intégrer et puis le contour a utiliser pour l'intégration.
Malheureusement, il n’y a pas un « algorithme » parfait pour nous aider et, en général, le nombre de
possibilités valables est illimité. Néanmoins, voici quelques principes généraux (lesquels admettent
une infinité d’exceptions).

Supposons que l'intégrale réelle a évaluer soit f;g(:v) dx avec a,b € RU{—o00,+00}.

e Choisir la fonction complexe f & intégrer de telle maniere que lorsque z = x 4 07, g coincide
avec f, R(f) ou S(f). (Voir les Exemples 7.2.2, 7.2.3 et 7.2.4.)
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e Examiner la possibilité de simplification du probléme par le biais d’une substitution. (Voir
les Exemples 7.2.4 et 7.2.5.)

e Choisir le contour de telle maniére qu’il ne passe par aucune singularité de la fonction f et
ne contient qu'un nombre fini de poles de cette fonction. 1l faut qu’aucune autre type de
singularité se retrouve a ’intérieur du contour. (On verra plus loin le réle joué par les
singularités qui ne sont pas des poles.)

Dans ce qui suit plusieurs autres exemples d’intégration seront étudiés.

7.3 INTEGRATION AUTOUR D’UN POINT DE RAMIFICA-
TION.

Dans le cas de certaines fonctions telles que {/z et log z on a vu que si on veut les considérer comme
des vraies fonctions il faut choisir leur domaine comme une surface de Riemann appropriée. 1l est
possible de traiter une partie d’une telle fonction comme étant une fonction avec un domaine dans
C. Par exemple, on ne peut prendre pour le domaine de log z, C — {0}, car a chaque point de cet
ensemble correspond une infinité de valeurs pour log z mais, si on définit la fonction Log,, par

Log g,z = log || + i0

ou 6 représente I'argument unique de z contenu dans l'intervalle 6y — 7 < § = amp (2) < 0y + ,
alors Logy, est une fonction C — {0} = C qui est réguliere pour tout z de C & l'exception des
points sur la demi-droite 6 = 6y et, bien sur, l'origine en particulier. Cette fonction Log,, est
une ramification de log. Chaque point de la demi-droite § = 6y est une singularité (non-isolée) de
Logg,. Si T est un contour fermé simple contenant I'origine a son intérieur alors I' passe par au
moins une singularité de Log, . A cause de ce fait nous considérons, en conjonction avec Log g,
uniquement les contours fermés simples qui ne passent pas par 'origine et qui ne contiennent pas
Iorigine a leur intérieur.

En général, supposons que z — F'(z) représente une relation associant plusieurs valeurs F'(z)
a chaque z d’une région de C. On dit qu'une fonction f, définie sur cette méme région, est une
ramification de F si & chaque point ou F' et f sont définies, f(z) est une des valeurs possibles
de F(z) et, a part certains points d’'un nombre fini d’arcs contenus dans la région de définition
de f, cette fonction est holomorphe. S’il existe un point qui est une singularité pour toutes les
ramifications de F', ce point s’appelle point de ramification de F.

Exemple 7.3.1 Considérons la relation définie par F = {(z,w) € C? : w? = z}. Comme nous
avons déja vu F' définit implicitement deux fonctions holomorphes sur C—T" ou T" est I’arc (une dems-
droite dans ce cas) défini par T' = {z: z = 4+ 0i, x < 0} notamment les fonctions correspondantes
aux racines carrées de z. Chacune de ces deux fonctions est définie pour tout point I' mais elles
n’y sont pas réguliere et chacune d’elles est une ramification de F'.
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Le partage des points de F en deux fonctions holomorphes pourrait aussi étre accompli en
utilisant nimporte quelle courbe simple partant de l'origine et terminant au point co. Peu importe
la courbe choisie les points 0 et oo seraient toujours des singularités des deux fonctions résultant
et ils sont, donc, des points de ramification.

Fin de I’exemple.

Panalyse de cet exemple s’applique également aux fonctions {/z, (n > 0) et log z pour déterminer
que 0 et oo sont des points de ramification de chacune d’elles.

Or, considérons le probleme de I'évaluation de lintégrale [, 2%~!f(z)dz ou f(z) = P(2)/Q(z)
représente une fonction rationnelle en z qui devient une fonction réelle lorsque z = = + 07 et « est
une valeur complexe quelconque. Si « n’est pas un entier I'origine est un point de ramification de
291 d’ol1 un contour fermé simple qui contient ’origine & son intérieur doit nécessairement passer
par au moins un point ol z* ! n’est pas continue. Plus précisément, supposons que  n’ait pas
de zéro sur l'axe des x positifs. Dans ce cas on choisit une ramification de z*~! pour laquelle les
points de cette partie de ’axe réel sont des singularités. Une telle ramification pourrait étre

g(z) _ e(afl)Logﬁz

Soit C, et C'r deux cercles centrés a l'origine avec 0 < r < R ou r et R sont choisis de fagon que
tous les poles de P(z)/Q(z) (a part possiblement de 0) sont contenus dans la région entre ces deux
cercles.

Considérons deux droites définies par y = € et y = —e pour € > 0 tres petit. Ces droites coupent
les deux cercles en quatre points dans la région du plan défini par $(z) > 0. Notons ces points par
A, B,C,D.

Supposons que I' = BDU[D,C]UCAU[A, B] comme dans le Diagramme VIL.3.1. Si € > 0 est
assez petit, tous les zéros de P/Q) se retrouvent a l'intérieur de I' (sauf peut-étre 0). Alors, si on
utilise la ramification g(z) de 2*~1, on peut appliquer le Théoréme de Cauchy pour déduire que

Pl
/Fg(z)Q(Z) dz = 27TlZR(Zg)

ou la somme est celle des résidus de gP/@Q dans la région définie par 0 < |z| < co. Or, si

. P(z) _ . Pz) _
lim 2950 = w295 =0
on voit que
P(z) | o P(2)
/CRg(z)Q(Z)dz‘g/o z o) do — 0
lorsque R — oo et
P(z) 7| o P(2)
/CTg(z)Q(Z)dz‘g/o z 00) dd — 0
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// A, B
=&
\ c o’

Figure 7.7:
quand r — 0. Donc,
P(2) P(2) ,
z dz + z dz=A+27mi )Y R(z
fis#Oa6 % o900 2. 1e)
ou A — 0 lorsque r — 0 et R — o0. Si on laisse € — 0, on voit que dans la premiére intégrale la
fonction
Q(Z) P(Z) _ P($) e(afl)logx

Qz) Q)

tandis que dans le deuxiéme cas
P P
g(z) (Z) 2o ($) 6(az—l) log )

Q(z) Q(x)
Donc, lorsque » — 0, R — oo et € — 0, on trouve que
o P(x) o0 [ (o P(x) _
(a—1)logz dr — 27rza/ (a—1)logx dr = 2 R
e T —e e x g) z
/0 Q(x) 0 Q(x) 2 B(e)

ou
S P(x) 27y R(z3)
(a—1)logz < \*/ _ 4nt 2, <)
/0 € Q(l‘) dx 1 — e2mia
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ou encore

o0 P 2mi Y. R

/ po1 B@) o 2miy Rizs) (73)
0 Q(.T) 1 — e2mic

La validité de cette formule ne dépend pas de la ramification de 2! que nous avons utilisée

(Pourquoi?), mais lorsque « est réel, on choisit la ramification pour laquelle 21, évalué sur AB,
tend vers une valeur réelle positive.

Exemple 7.3.2 Evaluer

ooxafl
/ de, 0<a<l.
o 1+=z

Solution
Posonsf(z) = z%/(1 + z). On \érifie facilement que

« o

1m = lim ‘ =
|z2|—0 |14+ 2 |z|—oo |1 + 2
Donc,
I /OO ot d — 27rin(—'1)
o l4+=x 1 — e2mia
ou
: Za_l a—1 T
Ry(=1) = lim (142){—— = (-1)*" = —"™.
Alors

0o go—l s
/ dr = —
o 14+=x sin
comme nous avonsgll vu dans la Section.2.

Fin de I’exemple.

Parfois nous pouvons obtenir ses résultats supplémentaires intéressants par I’emploi des substi-
tutions dans les résultats connus.

Exemple 7.3.3 Utiliser une substitution dans le résultat de [’exemple précédant pour montrer que
s10 < <2

oo gpo—l T
de: T
o 1l+4+=x 2s1n7

et en déduire que

© logx < Jog? x 73
A der =0 B dr = —
) /o 1+22 70 ) /0 1+227° 78

Solution
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A cause de I'expressioh + = dans le éhominateur de l'irggrale de I'Exemple 7.3.2 on essaie la
substitution: = «? ce qui nous donne

0o po—1 00 ,,2a—1
/ < dr = 2/ v du.
o 14z o 1+4u?
Remplaonsa par3/2 pour trouver
2/0@ wt g
o 1+u? sinfr

2

et, par une modification des noms

[e'9) a—1
/ T d T O<a<?2.
0

= _dr=—
1+ 22 2sin 4’

Une application de laegle de Leibnitz pour laetivation d’'une inggrale gelle de la formeg/;* f(z, o) dx
par rapport au paragtrec nous montre que

r=———= —5 = = —— CSC — COt — (7.4)

/00 z* togx 0 T 72 cos 4 2 am arm
0o 1l+a? ~ da2sin 9 4 sin? &F 4 2 2

et, en particulier, siv = 1

© logx
dr=0.
/0 1+ 22 v
Or une autre application de lagle de Leibnitz, cette fois-ei lexpression dané&7.4) produit

/OO xo1 1og2 T B 73 1+ 2cos? %
0

T = B
x2+1 8 s1n3%

d’ou B suit aveca = 1.

Fin de I’exemple.

Il est & noter que la formule 7.3 n’a aucun sens lorsque a est un entier. Dans ce cas z* ! f(z)
est elle-méme une fonction rationnelle et on procede comme nous avons fait auparavant.
Il n’est pas difficile de vérifier que si a > 0 alors

a+z o e2mai _ ] sin Ta (7.5)

/oo xozfl 2ﬂ.aaflefrza aafl,n.
0

Si on dérive cette intégrale par rapport au parametre a, on trouve que

/°° et dr — (1l — a)a®?
0

(x4 a)? sin o
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et en continuant de cette fagon on peut évaluer les intégrales de la forme

00 xafl
/ ———dx, n=23,..
o (z+a)”

Avec un peu d’imagination le lecteur sera en mesure de trouver les valeurs des intégrales telles
que

o o bl
dx = , b>0,0<ax1
/0 2 + b2 2 cos 3

et

teo o dx w(2n—2)!
/_oo (1+z)n  22n=2[(n — 1)1)2°

Le résultat suivant fournit une formule générale pour I’évaluation des intégrales d’une certaine
classe de fonctions rationnelles sur I'intervalle (0, o).

Théoréme 7.3.1 Si f(z) = P(z)/Q(z) représente une fonction rationnelle avec les propriétés:
1. Le degré n de Q(z) excéde celui, m, de P(z) par au moins deur (n —m > 2);

2. Q(Z) n’a aucune racine réelle non-négative.

~p) ,
[ gete=-s

(

ou S est la somme des résidus de la fonction %Logz aux points qui sont les zéros de Q(z).

Alors,

Démonstration

Nous inggrerons la fonctio Ejg Log z lelong le contour de la Figure 7.7. D’abord, sur le grand cercle
on observe que, $ est suffisamment grand, il existe une constante posiivelle que

P(z) K
R>K — —
g ‘Q(Z) =R
a cause de I'hypottsel. Il en résulte que
P(z)Logz ‘ /27r P(z)’ ,
————dz| < ——~| R|Log R+ 0| df
T o 106" |
27 K
< —(logR+6)do
0o R
1 272
= 21K og + o

R R
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ce qui tend ver$ lorsqueR — oo. Donc,

P
lim ﬁLogzdz:O.

R—oo Jog Q(Z)

Quant au petit cercle on observe que, posuffisamment petit,

< J:max{l,Q’%(oo)‘} .

‘P(z)
Q(z)

Donc,

27
< Jr|logr +i6| df
0

/C ggzi Logzdz
T = 2nJr(logr+ ).

Mais cette expression tend vérgorsquer — 0. Donc,
) P(z2)
hm/ ——<Logzdz=0.
r—0 C, Q(z) &

Donc, selon la notation de la Figure 7.7

P(2) P(2) ,
Logzdz + Logzdz + ®(r, R) = 2miS
fes oo Mo+ oo gy 1o o
ou ®(r, R tend verd) lorsque, simulta@ment,” — et R — oo.

Il faut tenir compte qu’en faisant le tour du grand cercle I'argument deit par presquér de telle
sorte que quand — 0, superimposant les segment® et C'D sur l'intervalle[r, R], Il s’ensuit que

o i P(x) " P(x)
21S = lel:ni (/r 0 logxd:c+/RQ(x)(logx—i-%r)da:—i-@(r,R))

= 27 > Plz) x
= 2 [ o

et il suitimmédiatement que

P
/0 Q(x)dx— S.

C.Q.F.D. n

Exemple 7.3.4 Evaluer

/OO dr
0o (22+5x+6)(z2+1)"
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Solution

Ici on constate que les hypabes du Tadéreme 7.3.1 sont satisfaites de telle sorte que nous utiliserons

la fonction auxiliaire
Logz

(224+52+6)(22+1)

f(z) =
On rifie facilement que
Ry(=2) = 555 Ry (=3) = — 5[

Ry(i) = W(}lai) Ry(—i) = _ 3m(144)

et
1 1
S = Rp(—2) + Rp(—3) + Ry(i) + Ry(—i) = —log2 — — log3 — —

et selon le tkoEme nous avons troevjue

/OO dz L log 2+ —log3 +
=——1lo —lo —.
o (@2+5z+6)@2+1) 5 27 T10°%" T

Dans ce cas il n'est pas trop difficile denifier par les rathodes de calcukgl que

22+ 5z + 6) (22 + 1) 10 5 10 20
L"'evaluation de ceci entre les limite®t oo confirme le gsultat.

/ dx arctan(z) n log(2+ ) log(3+x) log(l+ x?)
(
Fin de I’exemple.

7.4 LA VALEUR PRINCIPALE D’UNE INTEGRALE.

Soit f une fonction réelle continue sura <z <cetc<z <bou —o0 < a < ¢ < b < co. Pour tout
€ > 0 considérons la somme

c—e b
I(e) = / f@)de+ | fla)de.
a cte
Il est clair que cette somme existe pour tout € > 0. Si lim._,o4 I(€) existe et est un nombre réel fini
alors elle s’appelle valeur principale de l'intégrale | ; f(x) dx et on écrit

b
V.P. | f(z)dx = lim

a e—0+

c—e b
/ f(z)dz + f(z)dz| .
a c+e
Rappelons que si f est définie sur [a,c) U (¢, b] alors la valeur de I'intégrale | f f(z)dz, si elle
existe, est définie par
b n
lim / f(z)dr + lim / f(z)dx.
€e—c+ Je n—c— Jq
ol les limites sont calculées séparément. Donc, il est possible que la valeur principale d’une intégrale
existe méme si la valeur de l'intégrale n’est pas définie!
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Exemple 7.4.1 fil d?m n’existe pas car

1 n
lim ln\m\‘ + lim ln\xl‘ = —00+ 00
e—0+ € n—0— -1

une forme indéterminée. Néanmoins, la valeur principale de cette intégrale est
1 —
lim {ln|x|’ - ln|:1:\’ 1 =lim[nl—lne—In|—1]+1In|—¢|] =
e—0 € -1 e—0

Dans le cas o1 I'une ou 'autre des valeurs a, b est infinie on peut aussi définir la valeur principale.
Par exemple, si f est continue sur [a, b], a < b, pour toutes les valeurs a,b € R. alors
—+00 —+€
V.P./ f(z)dz = lim f(z)dz.
—00

€e—+00 J_¢

Théoréme 7.4.1 Supposons que f soit holomorphe sur une région ) contenant les intervalles
réels [a,c) et (c,b] et que f posséde un péle simple en c. Alors V.P. ff f(x)dx existe.

c—€ d d
I(e):/ v +/ T
a Tr —cC cte T —C

I(e) = log—’ vp/w_c

Or, f(x) = g(z)/(x — c¢) ou g(c) # 0 etg est holomorphe ea Donc,

Démonstration
Posons

Alors,

l% g(zi : 'Z(C) — g/(C) ]
Soit
NRCEY G

zZ—C
Siz # cestun point dé) alors) est continue. Enefinissant\(¢) = 0 on a que\ est continue su®. Donc,

V.P./abf(x)dx = VP/ m]£$66)+g( ) 4o
_ VP l/ Eda;+/ [A(I)+g’(c)]d4
= ()logb ’—i—g —a+/)\

Comme) est continue danig, b] cette derreére inggrale existe.
C.Q.F.D. ]
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Exemple 7.4.2 Si0 < a <1 montrer que

00 wafl
V.P./ dr = mwcotarm.
0 1—=x

Solution

On évalue

Za—l
d
/rz—l i

ou I" est le contour de la Figure 7.8.

"

Cx
r r

|z|=R

Figure 7.8:

227

On note quez = 0 est un point de ramification de cette fonction et il faut traiter soigneusement les
intégrales le long de l'axeegl. (La figure indique les directiorssuivre mais, bien entendu, les segments
paralEles finissent pagtfe confondus avec les segments correspondants surd'elxe D’abord, le long de

grand cerclgz| = R on trouve que

1

2%
dz| =
/CR z—1 Z'

iRdO| < — 0, lorsqueR — occ.

Re® — 1 R—1

/27r Raflew(afl) 2R
0
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A partir du point(R,0) on traverse le segment au dessous de I'@e pour continuer sur la partie
inferieur du cercle”,-. Ici on peut considfer la ramification de®~! commeetant celle qui donne des
valeurs positives pour = x + 0i, x > 0. De plus, pour cette ramification,

Za—l

=1.

lim (z-—1
\z—1|—>0( )z -1
Lorsqu’on se retrouveventuellement sur ce cercle, 'amplitudexthura augmeetie2r et il faut consigtrer
2%~ commegtant remplaeé parz®~'e?™@ ol 24~ est la valeur provenant de la ramification utksdans
le premier cas. Donc,
a—1€27ria _ omia

li 1) =
T A

On trouve alors en ce qui concerne le celcfeque

lim .. f(z)dz = —mi (142 .

Il est lais€ en exercice de montrer que lesigitles autour des cercles$ = R etC, tend vers efo lorsque
r — 0 etR — oo. Commer = 1 est une singulaidef dans l'intervalle[0, oo) on conclut que

v.P. /
0

1

1

a716271'ia

0
d:z:+V.P./ e
o T —1

fa: dx — i (e%ia + 1) =0

d’ou

0 xa—l
V.P./ dr = mwcotam.
o x—1

Fin de I’exemple.

7.5 CERTAINES FONCTIONS SPECIALES.

L’intégrale d’Euler de la premiere espece s’appelle, normalement, la fonction Beta. Elle est la
fonction réelle B définie par I'intégrale

B(m,n) — /Oltmlu — ot (7.6)

La fonction Beta est symétrique par rapport a ses deux arguments. Pour voir ceci on fait la
substitution ¢ = 1 — s dans l'intégrale et voila

B(m,n) = /01 s 11— s)™ Lds = B(n,m).
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Posons t = s/(s + 1) ou, si on le préfere, s =t/(1 —t). Il en résulte que

[e%e) sm—l
Sim=p,n=1—-—pet 0<p<1on trouve que
o) sp—l T
B(p,1—p) = ds = . 7.8
(p7 p) /0 1+s 5 sin pm ( )

En cet égard voir ’'Exemple 7.3.1.
Il est possible de présenter l'intégrale définissant la fonction Beta dans des formes différentes
par le biais des substitutions. Par exemple, la substitution ¢ = sin? ¢ nous donne

B(m,n) = 2/% sin®™ ! g cos? L pdo. (7.9)
0

L’intégrale d’Euler de la deuxieme espece s’appelle la fonction Gamma. Cette fonction I'
dont le domaine est ’ensemble de tous les nombres complexes dont la partie réelle est positive est
définie par

I'(z) :/ et at
0

ou on utilise la ramification de qui prend des valeurs réelles lorsque z est réel.

La fonction I' est une généralisation de la fonction factorielle. Pour se convaincre de cela on
procede & une tentative d’évaluation utilisant la méthode d’intégration par parties. Posons u = t*~1,
dv=e7tdt,du = (z —1)t*"2dt, v = —e*t. Alors,

tz—l

o) ) o)
I'(z) = / e tat = —tz‘l‘o +(z — 1)/ t*2etdt .
0 0

Or, par une application de la regle de I'Hopital, on voit que limy_o t* e = 0. De plus,
limy o t*~te™t = 0 si R(z) > 0. Donc, lorsque les deux intégrales convergent, I'identité suivante est
valide

Mz)=(E-1I'(z-1).

Il est facile & voir que T'(1) = [ e~*dt = 1. Il s’ensuit que si n est un entier positif, I'(n) = (n—1)!.
Maintenant nous allons établir une relation entre les fonctions I' et B. Supposons que m soit
un nombre réel positif. Dans l'intégrale qui définit I' faisons la substitution « = v/t. Alors

T(m) =2 /0 22" e ™ dy | (7.10)

Donc, si m,n € R’
_ [ 9m—1, 2n-1 —(z2+y?)
I'(m)['(n) =4 x y" e dx dy .
o Jo
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En coordonnées polaires ce résultat devient

(m) T (n) =

o0 jus
2/ f2m+2n_17“_r2 dr] [2/2 sin?" "1 fcos®™ 10 dh| =T'(m +n)B(m,n).
0 0
Donc, si m,n € R
(7.11)

Exemple 7.5.1 Montrer que

Solution

B(m+1,n) T(m+1)I(n) T(m+n+1) mI'(m)L'(n) m

B(m,n+1) T(m+n+1) T(m)I'(n+1) T(m)nl(n) n’

Fin de I’exemple.

Exemple 7.5.2 Evaluer r@3).
Solution
Nous savons que 8i< p < 1, B(p,1 — p) = w/sin pmr. Donc

o(8) ()
douT(3) = v = (-1t

Fin de ’exemple.

Certaines intégrales réelles peuvent étre évaluées facilement si on reconnait leur relation avec
les défini- tions des fonctions B et T'.

Exemple 7.5.3 Montrer que

/1°°(33;—21)pdx:r(1+p)r(1—p).

Solution
On fera la substitutiom = x — 1 dans I'inégrale ce qui ranea

/100 (x;;)pdx:/{)wﬁdu:B(l—l—p,l—p)=F(1+1€)(g)(1_p) =T(1+p)l'(1-p).

Fin de I’exemple.
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> >

Figure 7.9:

231

La réponse a certains problemes s’exprime de maniere plus succincte si on utilise la fonction I'.

Exemple 7.5.4 Intégrer f(z) = e®?/(r +i2)* 0 <a < 1,7 >0, b > 0 autour du contour 7.9.
ot on suppose que amp(r +iz) = 0 aux points sur l'aze des y entre O et ir, pour prouver que

/+OO eibx _ 27 baflefbr
o (r+iz)e  T(a) '

Solution

Sur la courbe”r on note que sk > r
eibz T ™
Lt n
Cr (7“ + Zz)a 0 0
R / o—bRsing gg Rm m
0

(R — a) (R—r)*R _ (R—r)a
qui tend vers efo lorsqueR — oc.

Il est lais€ en exercice de prouver que, lorsgue» 0, fcp f(2) dz tend vers efo.
Or, f est Bguliérea l'intérieur de contoureklrit dans la Figure 7.9 ce qui implique que

+o0o eibm 00 eiby A 00 e,by
I:/ —_d:c:i/ dy——e%”“i/ dy .
—oo (1 + i) ro(r—y)e ro(r—y)e

(Notons que le pointr est un point de ramification déce qui explique le facteur multiplicatif™.)
Faisons la substitution = r — y pour obtenir

) —oo0 ,—b(r—u) 1 — e2mia —o0 ,—br
I= (1 — 627”“) 2/ L(—du) = 7(,36_1”/ °  du.
0 0

us 1 u®

eibR(cos 0+isin ) Rie® e—bItsind

40 [r—Rsin@—i—iRcosG]“d

0| <

[r +iR(cos @ + isinf)]|*




232  CHAPITRE 7. EVALUATION DES INTEGRALES PAR LA THEORIE DES RESIDUS

Maintenant on fait la nouvelle substitutior= bu pour dduire que

271 — 271 —
I ﬂe—brba—l/ e W%—le—brba—l/m et
) 0 [Ad ) 0o (—t)

En utilisant le fait que-t = €™t on trouve que
e _ o Tia 00
I= 4,64’7'()“71/ e v dt = 27 "p* (1 — a) sinTa .
( 0

Mais, d'apes I'Exemple 7.5.2'(a)T'(1 — a) = n/sinma Si0 < a < 1 ce qui hous amnea la conclusion

2T

—brya—1
b .
T(a)"

I =

Fin de I’exemple.

Exemple 7.5.5 Etablir la formule de duplication suivante pour la fonction I.

22p—1

T(p)T(p+ 1)

I'(2p) = Nz 5

Solution
Dans l'intégrale qui @finit B(3, p) on fait la substitutiort = (2¢ — 1)? ce qui nous donne

B(%ap) = /O1 Rt dt = /; 4 (1 — (26 - 1)2)’?_1 € = /; 22P¢P~ (1 — &P dg .

Par le biais de la substitution= 1 — £ on trouve facilement que

[lorera—gprae= [t nptan.
L 0

2

Donc, )
1 _ 1 I%(p)
B(=,p)=2%*"1B e
“ (BTw)
1 I'(s)I'(p
B(=,p) = —2 -
2 L(p+5)
En comparant ces formules on eediit que
I'(p)T 1
I(2p) = 22 PP F o)

d’oll le résultat suit imrediatement caF (3) = /7.

Fin de I’exemple.
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Il est & noter que nous pouvons utiliser la formule (7.11) comme la définition de la fonction
Beta. Dans ce cas la fonction serait définie pour les valeurs complexes du demi-plan défini par
{z : R(2) > 0}. (On peut prouver que I'(z) # 0 pour tout z de ce demi-plan.
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7.6 EXERCICES

SECTION 7.1

7.1 Démontrer le Lemme 7.1.2.

7.2 Utiliser le contour de la Figure 7.2 pour évaluer
+o0 dx
/_oo 2+r+1

7.3 La méthode de I’Exemple 7.1.2 semble indiquer que

/‘*‘OO rdr 0
oo 241
Mais, par les méthodes réelles

d
/ ;;—_fl =log /(2% + 1) + constante

et limy, o log v/(22 + 1) = +00. Compléter les détails et expliquer.

7.4 Démontrer le Lemme 7.1.4.

SECTION 7.2

7.5 Montrer que

/‘X’ 2% dx T
o (#2+1)(z2+4) 6
7.6  Montrer que

/Oo dx ™2
0

411 4

7.7 Montrer que

/Oo CcoS d ™

——dr = —.
0o (z241)2 2e
7.8 Montrer que

/“d—e V3.

_x1+sin%6 B
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7.9 Montrer que

T om _ m(2n)!
/0 sin“" 0.df = (2”n!)2'

7.10 Evaluer

/+oo dx
o TZH2x+2°

7.11  Montrer que

27 do o
=0 beR b).
/0 a2cos?26 +b2sin?0  ab (a,bER, a#D)

7.12  Montrer que

/+°° dr 27
o 1426  3°

7.13  Prouver que si «, 8 € R, alors

—eo (@2 4+ 22)2(B2 +22)2 0 20333 (a + B)3

/+°° dz m(a? + 3a8 + 3?)

7.14 Montrer que

/27r 2cosf i 1

e df =27 .
0 0 (n')2
7.15 Si a > 0 montrer que

oo rsinax T _a .
—— dr = je “sina.
oo I*+4 2

7.16  Utiliser le contour de la Figure 7.10 pour évaluer

R &2T/3

Figure 7.10:
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/°° dzx 27
0o wI+1 337

7.17 Montrer que

0 gm s
/0 x2"+1dx: oInsin (2mtlr)
n sin (Tﬂ')
7.18 Intégrer la fonction ze™?/(z* + a*) pour montrer que

* xsin mx T _ma  Mma
ﬁdl‘z —26 ﬁszn—.
o zt4a 2a V2

7.19  Utilise le contour défini par le rectangle avec les cotés © = +R, y = 0, y = 7 pour intégrer
f(z) = €%/ cosh z et en déduire que

/OOCOSha:Ed —zsecﬂ ou —1l<axl
o coshz T 2 '
SECTION 7.3

7.20 Montrer que

o] @ a—1
/ :U d b O<a<l, b>0.
0

Y e =
2 + b2 2 cos 3

7.21  Montrer que

o de w(2n—-2)!
/,oo (1+a2)n  22n-2[(n — 1)1]2°

Utiliser le contour de la Figure 7.7 pour les deux probléemes suivants.

7.22  Utiliser le résultat de 'Exemple 7.3.3 pour montrer que

© (log z)? © Jog?x 73
A der =0 t B dr = —
) /0 T4+a2 ¢ ) /0 1+22°" 7 8

(Log »)®
14+2+22

(] 2 1
/ (log ) de: 6 7.
o l4+zx+2 81v/3

7.23  Utiliser la fonction définie par pour montrer que
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7.24  Montrer que

o) T 71'2
der = —.
/0 sinh z v 4

7.25  Choisir un contour approprié (le choix est important) pour intégrer f(z) = e*y/z et en

conclure que
X cosx > ginx T
/ dr = / dr = 4/ —=.
0 \/E 0 \/E 2

SECTION 7.4

7.26  Pour quelles valeurs de n € Z, V. P. ff;o " dx existe-t-elle?

7.27 Sia > 0 montrer que

 rcosax T .
V.P./ ﬁda::——smar.
0o T°—r 2

7.28 Sia > 0 montrer que

> xsin ax T
V.P./ —dz = §cosa7".
0

7.29 Montrer que

Ooafl- ﬂ_ dx _ﬁa*2 %_
V.P./O T sm( 5 b:z:) P 2r cos( 5 br)

ou b et r sont des constantes positives et 0 < a < 3.
Suggestion: Intégrer 24~ 1e™* /(22 — r2) autour du contour de la Figure 7.11.

A

[ ]
(-r,0) (0,0 (r,0)

Figure 7.11:
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SECTION 7.5

7.30 Evaluer
o0 2
/ e W dy.
0

[(em(2) o

oo
I'(m) = 2/ 22 e g m>0.
0

7.31 Evaluer

D=

7.32 Montrer que



