Chapitre 4

L’ INTEGRALE

4.1 PRESENTATION GENERALE

Apres I'étude de la dérivée il est tout a fait naturel de vouloir traiter le probleme inverse lequel
peut se poser comme suit: Pour une fonction complere f donnée existe-t-il une fonction g telle que
g (2) = f(2)? Il va de soi que, telle que posée, la question manque de précision mais ¢’est un point
de départ comme dans les cours de calcul réel. L’approche intuitive utilisée dans cette section sera
compensée par un développement plus rigoureux dans les sections qui suivent.

Si g est une fonction holomorphe dans une région Q et si f = ¢’ est sa fonction dérivée on dit
que g est une anti-dérivée ou une intégrale de la fonction f et on écrit g = [ f ou, en suivant la
tradition, g(z) = [ f(2) dz. A partir de ce que nos avons vu jusqu’ici il est possible de construire
des tables d’anti-dérivées pour un grand nombre de fonctions élémentaires. Voici une petite table.

@) [ f(z)dz fz) | [ f(z)dz
2" ";:11 n €N | sinaz —% cosaz a € C*
e éeaz a € C* || cosaz % sinaz a€C*
% log z sinh az % coshaz a€C*
logz | zlogz — 2 coshaz % sinhaz a€C*

En général, ces tables sont formellement identiques a celles qu’on formule pour les fonctions
réelles mais, dans le cadre des fonctions complexes dont le domaine peut étre une surface de
Riemann compliquée et qui possedent, possiblement, des singularités de différentes sortes, il faut
porter un grand soin quant & l'interprétation de ces formules. (La nature des singularités des
fonctions complexes sera examinée plus loin.)

Si f est une fonction réelle continue définie sur un intervalle [a,b], —00 < a < b < o0 et
sit,x € [a,b] avec f(t) > 0 alors [ f(t)dt représente laire délimitée par I'axe réel, les droites
verticales t = a, t = x et la courbe définie par y = f(z). (La justification de cette interpretation
suit de la définition de l'intégrale de Riemann. (Voir la section 4.2.) En effet la notation utilisée
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98 CHAPITRE 4. L’INTEGRALE

pour l'intégrale provient de 1’idée de I’approximation d’un petit morceau de l'intégrale par l'aire
d’un petit rectangle de hauteur f(t) et de base dt. Si la fonction f change de signe dans I'intervalle
on divise ce dernier en sous-intervalles dans lesquels f ne change pas de signe (c-a-d ou elle est
toujours < 0 ou > 0). Puis, 'interprétation géométrique demeure valable, sauf pour la question de
signe, dans chaque sous-intervalle.

Pour cette méme fonction réelle on peut considérer I'extrémité x comme une variable de telle
sorte que [ f(t) dt définit une fonction F. Le Théoréme fondamental du Calcul dit que la relation
entre F(z) et f(x) est effectivement L [ f(¢)dt = F'(z) = f(x) ce qui établit la relation entre
cette interprétation de 'intégrale et 'anti-dérivée.

Le type de présentation géométrique utilisée pour 'intégrale réelle ne se traduit pas directement
pour l'intégrale complexe, et ce pour plusieurs raisons. D’abord, si a et b sont deux nombres
complexes ff f(2) dz devrait représenter une valeur obtenue en laissant z varier «entre» a et b.
Mais, sans autres considérations, le mot « entre » n’a pas de sens lorsqu’appliqué a deux nombres
complexes.

Une facon d’aborder le probleme est de considérer un probléme restreint oli on permet a z de
se promener « entre » a et b en imposant la restriction que z doit rester sur une courbe C' qui relie
les deux points. (Dans ce cas le mot entre est bien défini lorsqu’on se sert de 'ordre des points de
la courbe induite par sa paramétrisation.) Il va sans dire que la valeur obtenue, par les méthodes
qui restent & décrire, sera dépendante de la courbe C. Pour a et b fixe on écrira I(C) = |, f f(z)dz.

Notre probleme maintenant est de décider comment attribuer une valeur a I(C). Dans la
poursuite de cet objectif nous allons faire des calculs formels qui semblent étre corrects sur une base
purement intuitive. D’abord, supposons que f puisse se représenter comme f(z) = u(z) + iv(z) =
u(z,y) +iv(z,y) ' et dz = dx + idy. Alors,

f)dz = [u(z,y) +iv(z,y)] (de +idy)
= w(z,y)dr —v(z,y)dy + i (v(z,y)dx + u(x,u)dy)

H(C) = [Pudz —vdy = [Pu(z,y)de — [Pv(z,y)dy,

(4.1)
K(C) = [Pvde+udy= [Pv(z,y)de+ [P ulz,y)dy.

Considérons la possibilité de relier les deux points a, b par la courbe C = C, U Cy ou C; et Cy

sont les segments
Cp =[a,R(0)+1S(a)] , Cy=[R(Db)+i(a),b] .

Sur C, y demeure constante a savoir y = 3(a) et, sur Cy, x = R(b). Donc, en notant que
dy = 0 sur C; et de = 0 sur C,

"Ecrire h(z) = h(z,y) est, bien sir, un abus de notation. On le permet afin d’éviter les expressions comme
h(z) = h((z,y)) ou 'introduction, peu utile, de nouveaux noms comme h(z) = »(z,y)
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Figure 4.1:

[(Cr) = Jpg) u(w, S(a)) do + i [ ) v(w, S(a)) da,

1(Cy) = — J5t) v(R(b), ) dy +i [50) u(R(b), y) dy.

ou chaque intégrale peut étre évaluée par les méthodes usuelles du calcul réel.

1(C) = I(Cy) + I(C,).

Exemple 4.1.1 Utiliser la méthode décrite ci-haute pour évaluer
2414
1C) = / zdz
0

Solution
Ici on trouve queC, = [0+ 0¢,2 + 07 etCy, = [2 + 04,2 + i] et

2
—2+Oz

2

1(Cy) = [F(x — 0i)de = &

I(C, f0(2z+y)dy—21y‘ +4 ‘ 2+2z

Donc,I(C) = I(Cy) + I(Cy) = 5 + 2i.

Fin de I’exemple.

La méthode présentée ci-haute n’est pas assez générale pour nos besoins.
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(4.2)

Il s’ensuit que

D’abord, il y a

un probleme avec les fonctions dont le domaine de définition ne permet pas la construction des
intervalles C, et Cy dans le sens que ces derniers contiennent des points oti la fonction a intégrer ne
soit pas définie. Une meilleure approche est de permettre les points a et b d’étre joints par n’importe
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quelle courbe C' laquelle permettra le calcul d’une valeur pour I(C) qui est « mathématiquement
acceptable ». Il est clair qu’on doit se résigner au fait que les courbes différentes engendreront, en
général, des valeurs différentes pour 'intégrale.

Observons que, formellement, ff f(2) dz peut s’écrire comme H(C)+1i K(C) ou H(C) et K(C)
sont des expressions de la forme

déf

GO = [ saydeti@pdy & [ pydes [ wwypdy  @43)
C(a,b) C(a,b) C(a,b)

ol les intégrales doivent étre évaluées en utilisant la courbe C. Mais, comment?

Si C' est un arc régulier défini par les deux équations paramétriques z = z(t), y = y(t) ou
a<t<pfetsia=zx(a)+iy(a), b= x(F)+iy(H) alors, lorsque ¢ varie entre a et 3, les points
(xz(t),y(t)) tracent 'arc C' qui relie a et b. L’intégrale (4.3) est évaluée en remplacant x et y par
les équations paramétriques de C.

G(0) = [ ol ®),y(0) delt) + w0, y(0) dy(t). (4.4

Vu que les équations définissant C' sont de classe C? il est permis d’écrire

G(0) = [ 6(alt),y0)i0) b + vl 0,y i (45)

ou & = dx/dt et y = dy/dt.

Si C est un arc régulier par morceaux la formule exprimée par (4.5) est encore applicable car
nous pouvons décomposer C' en arcs réguliers puis remettre le tout ensemble apres selon les lois
valables pour les intégrales réelles.

Exemple 4.1.2 Pour la fonction f de I’Evemple 4.1.1 évaluer I(T') si >

1. T=[0,]U[,2+1],
0. T={z(t)=2t+ti: 0<t<1},
3. I'={(z,y) ry=(z/2)" : 0<x<2:2<meN}.

Solution
1. L'arc I" est Egulier par morceaux et on peatrire

I(F):/ zdz = / ydy + mda;—i/ ydzx
I'(0,244) [0,4] [i,1+2i] [i,1+2i]

vl oz22 205 ,
—’ ’ 711“:—721.
0 0o 2

0+2

2

2Pour les intervalles on peut aussi bien écrire [21, z2] ou [(z1,y1), (x2,2)]. Dans les deux cas x varie entre z1 et
T2; y varie entre y; et y2. Il se peut que x1 = x2 ou y1 = yo.



4.1. PRESENTATION GENERALE 101

2. Ici I'arc est régulier et 'application d¢4.5) aux partieseélle et imaginaire dé(I") nous donne

1 1
I(F):/ s = /(2ta’c+ty)dt—|—i/ (2t — tir) dt
T(0,2+4) 0 0

1 1 5 1 5
= tdt +i cdt =St =2
/05 +z/0 0 5 ‘0 5

3. Ici on utilise leseéquations parasetfiquesc(t) = ¢ ety(t) = (¢/2)™ pour dEcrire I'arc €gulierI’. Alors,
i =1ety =nt""1/2". Puis

2

2
/ (ti + (t/2)"5) dt + i / (=(t/2)" + t3) dt
0 0

I(r) = / Tdr =
0(0,2+1)

2 2
= /(t+nt2"*1/22”)dt+i(n—1)/2”/ t"dt
0 0

- 9 ‘0 +n22n+1 ‘

2 ,n—lt”'H ’2

oﬂn—i—l 2 1o

Il est inttressana hoter que

. 5 n—1 5 .
nan§O<§+21n+1> —§+2z

ce qui est exactement laponse troueé dans I'Exemple 4.1.1. Que se passe-t-il?

Les exemples 4.1.1 et 4.1.2 montreérent que l'intégrale de la fonction complexe définie par f(z) =
Z évaluée sur quatre courbes différentes pouvait produire quatre valeurs différentes. Si le lecteur
refait ces mémes exercices en remplagant la fonction par f(z) = z il trouvera que le résultat pour
chaque courbe est 73; 4 qui est la valeur de %22 pour z = 1 4 2i. Ceci n’est pas du pur hasard

comme on le verra dans la suite.

Exemple 4.1.3 Evaluer I(T') = Jp22dz si

A)
B)

r=[-1,qUl1],
r

t
{z(t):t—l—icos% : —1§t§1}
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Solution
A) Pour la prengte partie de I'arc 1, ;] — leséquations parastfiqgues: = z(t) = t—1+it : 0<t <1

peuvengtre emploges; et pour la seconde parti@-] on utiliseraz = z(t) = t+i(—t+1) : 0 <t < 1.
Il s’ensuit que

/Fz2dz _ /01[(t—1)+it]2(1+i)dt+/01[t+(1—t)i]2(1—z')

1
:lé(m+4u—nt—@ﬂdt

oo Ll g
= mﬂﬁwu @t% Bt%
24201 —i)— 22
= 2 —i)— ===

373

B) Dans ce cas la substitution deguations paragtfiques donne

1 2 .
2y — os TP 1 0T g
/Fz dz = /_1 [t—i—zcos 2} [1 5 sin 2} dt

t t t t t
t2 + 271t sin 7t — cos> % +1 (_ftz Sinﬂ— + 2t cos ™ + il cos? m sinﬂ—>} dt

1
/_1{ 2 2 2 2 2 2
L7, o Tt
= / (t + 27t sin 7wt — cos ?> dt
-1
31

—tcoswt+sin7rt ‘1 t sinwt ‘1 _2+1 1_2
3 1-1 2 or | 11 -1 3 3

2+ 2

Notons que dans le passage de la lig@gea ligne3 dans les calculs ci-hauts nous aven#é plusieurs
intégrations par I'utilisation du fait que l'ingjrale d’'une fonction impaire est une fonction paire de telle
sorte que soevaluation par rappog un intervalle de la formg-a, o] donne0.

A ce point nous tenterons de regarder le probleme de I'intégrale d’un autre angle. Pour ce faire
il nous faut quelques concepts du calcul dans R2.

Supposons que p = ¢(z,y) et ¢ = ¥(x,y) soient deux fonctions réelles définies sur une méme
région © de R? et supposons aussi que les fonctions p et ¢ soient d’au moins classe C' sur Q.
Considérons ’ensemble

F={(¢(z,9),¢(z,y)) : (z,y) € Q}. (4.6)

Si on interprete les couples de F' comme des vecteurs libres pour chacun desquels le point initial
est (z,y) et les composantes sont (¢(z,y), ¥ (z,y)) alors la structure qui en résulte est un champs
vectoriel qu’on dénotera par F' = F(x,y) ou, si le contexte le permet, par F' = F(x,y). Le vecteur
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zéro est assigné pour les points ou ¢(z,y) = ¥(x,y) = 0. Pour les autres points la valeur absolue
du vecteur est

Vo2 (,y) + 02(z,y)

et sa direction est déterminée par ’angle 6 qui satisfait

cosf = 5 (b(x?y)z , sinf = - w(x7y)2 ’ —r<f<m.
V&*(x,y) + 4% (z,y) V&*(x,y) + 4% (z,y)
/A VNNNNNN L Y Tt T TTmTmTT -
L VNNNNN\N S T T TS T TEETT
L N NNNNNN S L s s s s s s R
P i A N S N I o = = S S S S LU U U N Y
AR Y A T T Ty N NS S s e, ’,”’/
NNNRK A AAASEANNNN P
NN\t 27777 PANKNN s
N\t 277771 AX\N\
NN\t 27777 PANKNN Tt TmTmeEeT
NNNAN AT PANNN Tt T T T EEmmeeTe
Coo L UTTTIUUIIZT e N
Cl L ANNNNSNNN e
L VNNNNN\N Sy e e e e e e e e e
/A VNNNNNLA L Y e e e e e e e e e e
Figure 4.2:
La Figure 4.2 montre les champs vectoriels
Fi = {(cosm,cosy) : —r <z <m —mw<y<m}
Fy = {(®cosy,e"siny) : —1<z<1, —mr<y<m}.

On associe au champ vectoriel défini par (4.6) la forme différentielle

A(F) = ¢z, y) do + 9 (z,y) dy .

S’il existe une fonction U(z,y) définie sur une région 2* C ) telle que
dU(w,y) = 3 do+ 5o dy = AF) = (@, y) dz + p(z,y) dy

on dit que la forme A(ﬁ) est exacte et que U(x,y) est une intégrale du champs vectoriel
F. Notons que A(F) = 0 est une équation différentielle de premier ordre et la famille de courbes
définie par U(x,y) = ¢, ou ¢ est une constante arbitraire, est sa solution générale.
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Voici quelques exemples de formes différentielles exactes:

A(F) U(z,y)
xdy +ydx Ty
—Ydr+1dy 4, (x#0)
(e%y + e” log a:y) dx + % dy e’logzy, (xy#0)
(wy cos xy + sin xy) dz + 22 cos zy dy T sin Ty

Exemple 4.1.4 Soient Fy et By les champs vectoriels correspondants aux formes

AF) =zde —ydy , AF) =ydr+azdy.
Ces formes sont toutes les deux exactes. En effet Uy(z,y) = 3(2* — y?) et Us(z,y) = zy.
Si C est une des courbes de la famille d’hyperboles Uy(x,y) = ¢ on trouve, par les méthodes du

calcul élémentaire, que la direction de la droite tangente a C' est déterminée par 61 ot tanf; = —i—g,

siyo # 0. La direction du vecteur du champs B pour ce méme point satisfait tan o = g—g, sixg #£ 0
et le calcul du produit (tan6;)(tanf2) = —1 indique une relation d’orthogonalité entre les vecteurs
du champs Fy et les courbes de la famille Uy (z,y) = c. Il est laissé en exercice la vérification que
cette méme situation se reproduit pour Fy et la famille Uy(z,y) = c. Les deux cas sont présentés
dans la Figure 4.3.

Figure 4.3:

1l est a noter que .
A(Fy) +iA(F) = zdz
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22 22
Ul(x7y):§}%<5> ) UQ(:va) :%<E> :

Si f est une fonction polygene définie dans une région Q) les expressions f(z)dz et f(z)dz
s’appellent formes différentielles complexes. Supposons que f(z) = u(z(y) + iv(z,y) alors

et

—

f(z)dz = wdz—vdy+i(vde +udy) = AP) +iA(Q),
f(2)dz = uwdr+vdy+i(vde —udy) = AP*) +iA(Q").

P ={(u(z,y), —v(z.y)) : (w.9) €Q}, Q= {(v(z,y),ulxy)) : (z,9) €Q},
P ={(u(z,y),v(z,y)) : (z,y) €}, Q" ={(v(z,y), ~ulz,y)) : (z,y) € 2} .

Si les formes A(P) et A(@) sont exactes on convient de dire que la forme complexe f(z)dz est
exacte. Dans ce cas il existe deux fonctions U et V' définies sur la région €2 telles que

oU U ov v

a—m—u, 8_y__ %—U, a—y—u

et,siG=U+1iV

96 _1(2 452 Y= L ()LL)
0z 2\ 0z oy 2\ 0z Oy 2\ 0y  ox)

ce qui implique que G est holomorphe et elle est une anti-dérivée de la fonction f. (Il est lassé au
lecteur de tirer des conclusions pour le cas ot A(P*) et A(Q*) sont exactes.)

On verra, dans le chapitre 5, comme variant du Théoreme de Cauchy, que 'existence d’une
anti-dérivée G suffit pour garantir que la valeur de [, ; F(2) dz est unique ce qui veut dire qu’elle ne
dépend pas du chemin suivi entre a et b.

Exemple 4.1.5 Trouver, si possible, une anti-dérivée pour la fonction f définie sur C par
f(z) = e*(zcosy —ysiny) + ie®(zsiny + ycosy) .

Solution

Supposons qu’une antedéeG = ¢ + i1 existe. Ceci veut dire que les deux formesetiéintielles
doiventétre exactes dioon tire

oG 9p O

2 " or +Z% = e"(zcosy — ysiny) +ie”(zsiny + ycosy)
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Donc, les fonctiong et doivent satisfaire les quategjlations

0 | o L
Eral (xcosy — ysiny), 9~ © (xsiny 4+ ycosy),

9 oY 09 _ 0¥
or Oy’ Oy = Ox’

De la preméreéquation on trouve quée

o(x,y) = /ex(xcosy—ysiny)ax
= cosy/exxax—ysiny/ex(?x
= e"(x—1)cosy — e®ysiny + A(y),
P(z,y) = /ex(xsiny—i—ycosy)@a:

= siny/exxax—i-ycosy/ez&n
= e"(z—1)siny +e’ycosy + B(y).

Or, les cqndition% = %0 et 52 — —5¢ (Cauchy-Riemann) entrgént 42 — 48 — 0. Donc,d une
constante @S
G=¢€"[(xr —1)cosy — ysiny] +ie*[(z — 1)siny + ycosy] .

Notons qu’en forme complexe ceci s’exprime com@#e) = e*(z — 1).

Fin de I’exemple.

Exemple 4.1.6 Montrer qu’aucune anti-dérivée n’existe pour la fonction f définie sur C par
f(z) =2 + % + 2ixy.

Solution
Comme dans I'exemple peédant supposons qu’une angrdéeG = ¢ + 1) existe. Alors,

oG 9 | 0

v oY _ 2 2 9;
B 81‘—1_281‘ o+ y° + Ly
et les quatre conditions suivantes doivetre satisfaites:
9 _ 5 o O 9p 9y 0¢ oY
ar " Ty Ox o B oy’ Oy Ox

3La notation fh(;t, y)Ox veut dire une intégration formelle par rapport & la variable . Au lieu de 'ajout d’une
constante d’intégration apres on ajoute une fonction « arbitraire » de y car cette variable est tenue constante pendant
I'intégration.
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Les deux prem@res conditions montrent qu'’il faut que

3
Oley) =5 +ay’ +AW) et dlay) =2’y + By).

Les conditions de Cauchy-Riemann exigent que

dA dB
— =A4zy et — =2,
dy

dy
La premere de cesquations est contradictoire vu gdaloit étre une fonction de lgeule variabley. Donc,
aucune anti-dfivée n’existe pouy.

Fin de I’exemple.

Dans les sections qui suivent on établira une fondation plus solide pour 'intégrale complexe.

4.2 L’INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES.

L’intégrale complexe se définit en fonction de 'intégrale de Riemann-Stieltjes qu’on étudie dans les
cours d’analyse réelle. Dans les deux prochaines sections de ce chapitre nous allons rappeler cer-
taines propriétés de ces intégrales lesquelles sont importantes pour 1’étude de l'intégrale complexe.

Si [a,b], avec —0o < a < b < 00 est un intervalle réel on note par Part(]a,b]) ’ensemble de
toutes les partitions de [a,b]. (Voir le Chapitre 2.) Un élément P de Part([a,b]) s’exprime comme

Pia=thy<t1i <..<th_1<tp,=0b, neN. (4.7)

Soit f une fonction réelle bornée sur [a, b] et soit P la partition (4.7). On introduit la notation
suivante
M, = su t) et my=  inf t).
g tk,1<£)<tk f( ) k te—1<t<tp f( )

L’oscillation 2 de f sur [a,b] est la différence

Q= sup f(t)— inf f(¢).
te(a,b] t€(a,b]

L’oscillation wy de f sur un sous-intervalle [t;_1, ;] de la partition est My — my > 0.

Soit g une fonction réelle non-décroissante sur [a,b] telle que —oo < g(a) < g(b) < co. Si f
et P sont comme ci-haut alors les sommes supérieur et inférieur de Darboux-Stieltjes se
définissent par les formules

n

J(f,9.P)=> Mylg(te) — g(tr—1)]
1
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et

n

J(f.9,P) =3 mulg(t) — g(tr-1)] -

1
La Figure 4.4 montre ces sommes pour une partition avec trois points intérieurs. Les rectangles
foncés contribuent a la somme inférieure et les autres indiquent ce qu’il faut «ajouter » pour la
somme supérieure.

Figure 4.4: Sommes de Darboux-Stieltjes

Pour les deux lemmes qui suivent on suppose que f soit une fonction réelle bornée et que g soit
une fonction non-décroissante sur [a, b]. De plus, P est une partition quelconque de [a, b].

Lemme 4.2.1 Supposons qu’a partir de la partition donnée P on en forme une nouvelle P' en
ajoutant n' nouveauz points a P. Alors, les inégalités suivantes sont valides:

J(f,g,P") < J(f,g,P) et J(f,9,P)<J(f 9, P).
Démonstration

Il suffit d’examiner ce qui se passe dans un sous-interygllg , ¢;] de la partitionP auquel s’ajoute
L —1, (L > 2) nouveaux pointsy, 7o, ..., 71 tels que

1 =T0<T1 <7< ..<7Tr1<7=1.

La partie de la sommé( f, g, P) détermir€e par cet intervalle edt/,[¢g(t;) — g(t,_1)] tandis que la partie
de la sommeJ(f, g, P') duea ce n€me intervalle est

L
Ty =" Mjlg(rj) — g(7j-1)]
j=1

o0l Mj = sup,. , 4, poUrj =1,2,..., L. ll est clair que

L

T, < My Y [g(r5) — g(j-1)] < Mi[g(7r) — g(10)] = Mi[g(tr) — g(te—1)] -
j=1
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En répétant ce mine argument pour chaque sous-intervall@dm obtient la prend@re irégali€ du lemme.
L'autre se @montre de mamie analogue.

C.Q.F.D. n

Lemme 4.2.2 Si P et P’ sont des partitions quelconques de [a,b] alors

J(f,9,P) < J(f, g, P).

Démonstration

Formons la partitio®’ = P U P'. Du Lemme IV.1.1, il s’ensuit que
J(f,9,P) < J(f g, P") < J(f,g,P") < J(f,g,P)
C.Q.F.D. n

Les intégrales supérieure et inférieure de Darboux-Stieltjes se définissent par

—b —b .
Lf@:Lf@@w: inf  J(f.g.P) (4.8)

PePart([a,b])
et

b b
[ rag= [ rwdsy = sup J(f.g.P). (49)
J q J q PePart([a,b])
—b
On dit que f est intégrable par rapport a g sur [a,b] si [, fdg = f;f dg et cette valeur
commune s’appelle 'intégrale de Riemann-Stieltjes de f par rapport a g sur [a,b]. Dans
ce dernier cas on écrit [ ; fdg.

Exemple 4.2.1 Prouver que toute fonction réelle bornée f est intégrable par rapport & une con-
stante c. De plus,

/abf(t)dc:o.

Solution
S g(t) = c alors, pour toute partitiol® de [a,b], on ag(ty) — g(txk—1 = 0, k = 1,2,...,n d’ou
J(f,g9,P)=J(f,g,P)=0.Donc, les inEgrales sugrieure et infrieure existent et soegalesa z2ro.

Fin de I’exemple.

Théoréme 4.2.1 Si f est une fonction réelle continue sur [a,b] avec —0o < a < b < oo et si g est
non-décroissante sur [a,b] alors f;’fdg existe.

Démonstration

Commef est continue sur l'intervallé:, b], qui est compact, elle y est unifoement continue. Donc,
pout toute > 0 il existes > 0 tel quety, ¢ € [a,b] avec|t; —ta| < 6 = |f(t2) — f(t1)| < e. Sion choisit
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une partition d€a, b] pour laquelle la normedalemaxy—; 2. »{tx — tx—1} < ¢, alors il doit suivre que
My, — my, < e pour chaque sous-intervalle._1, t;] de P. Donc,

n

J(f.9.P) = I(f,9,P) = D (Mg, — my)[g(tr) — g(tr—1)] < ezn:[g(tk) — 9(te—1)] = €lg(b) — g(a)] .

Des Lemmes 4.2.1 et 4.2.2, dsilte que

b
i(f,g,P)S/ fdg <

bedg —fafdg

La valeur de: étant arbitraire il s’ensuit que

[afdQZbedg-

C.Q.F.D. n

< [7(£,9,P) = I(f.9.P)| < elg(b) - g(a)] .

Si, dans ce théoréme on prend g(¢) = t on obtient le fait, bien connu, que 'intégrale de Riemann
d’une fonction continue sur un intervalle fini existe.

4.3 L’INTEGRALE: FONCTIONS A VARIATION BORNEE.

Avant d’aborder le sujet principal de cette section nous devons définir et établir quelques propriétés
des fonctions a variation bornée.

Soient [a,b] =C R et Part([a,b]) 'ensemble de toutes les partitions de [a,b]. Si P € Part([a,b])
et si g: [a,b] — R, définissons

n

B(g, P) =Y lg(tx) — g(tr—1)|

1

et

V(g;a,b)=  sup  B(g,P).
PePart([a,b])

La fonction g est dite & variation bornée sur [a,b] si et seulement si V(g; a,b) < co. Dans ce
cas V(g;a,b) s’appelle la variation totale de ¢ sur [a,b]. On note par Var([a,b]) I'ensemble de
toutes les fonctions (réelles) & variation bornée sur [a, b]. Il est évident que toute fonction monotone
h € Var([a,b]) et que V(h;a,b) = |h(b) — h(a)|.
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Exemple 4.3.1 Une fonction a variation bornée est-elle nécessairement continue?
Solution
Non. Consi&rons la fonctiory définie sur|0, 2] par

0 siz=0
glr) =<1 si0<z<1
-1 sil<z<?2
Il est clair queg a une discontinué’pourz = 1. Mais peu importe la partitio® de l'intervalle [0, 1],
B(g,P)=2. DoncV (g;0,2) = 2.

Fin de I’exemple.

Lemme 4.3.1 Var([a,b]) est un espace linéaire.
Démonstration
Sig1, g2 € Var([a,b]) etsiP € Part(]a,b]) alors

B(g1 + g2, P) < B(g1,P) + B(g2,p) < V(g1;0a,b) + V(g2;a,b)

dou
V(g1 + g2;a,b) < V(g1;a,b) + V(g2;a,b).

Doncg; + g2 € Var([a,b]). Sic € R il est clair queV (cg; a,b) = |c|V (g;a,b) lorsqueg € Var([a,b])

d’'ou cg € Var([a,b]).

C.Q.F.D. [ |
Or, supposons que [¢,d] C [a,b] et g € Var([a,b]). P € Part([c,d]) étant donné, on peut

I’étendre pour qu’elle devienne une partition de [a,b] en ajoutant, si nécessaire, les points a et b.

Cest-a-dire P = P U {a,b} € Part([a,b]). On voit que

l9(c) — g(a)| +|g(d) — g(b)| + B(g, P) = B(g, P') < V(g;a,b).

Donc, la restriction de g a l'intervalle [c,d], g|.q € Var(le,d]) et V(g;e,d) < V(g;a,b). en
particulier, sia < x <y < b, V(g;a,2) < V(g;a,y).

Lemme 4.3.2 Supposons que g € Var([a,b]) et que ¢ € (a,b). Alors
V(gia,b) = V(g;a,c) +V(g;c,b)

Démonstration
Supposons qu®; € Part([a,c]) et P» € Part([c,d]) de sorte qué’, U Py € Part([a,b]). Alors

B(97P1)+B(97P2):B(97P1UP2)Sv(g;aab)' (410)
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Cependantetant done’P € Part([a,b]), formonsP* = P U {c}. Evidemment, il existeP;, P, €
Part(]a, b)) telles queP, U P, = P*. Alors,
Blg, P) < Blg, P") = B(g, 1) + B(g, P2) < V(g;0,¢) + V(g3 ;)
d'ou
V(g;a,b) < V(g;a,c) + V(g;c,b) (4.11)

De l'inegali€ (4.10) on déduit que

V(gia,c) +V(g,c,b) < V(g;a,b) (4.12)
et le Bsultat suit immediatement dé4.11) et (4.12).
C.Q.F.D. ]

Théoréme 4.3.1 . Si g € Var([a,b]) alors il existe deux fonctions non-décroissantes et non-
négatives g1 et go définies sur [a,b] telles que g = g1 — ga.
Démonstration

Sig € Var(la,b]), choisissonds > 0 tel queg(a) + K > 0. Définissong;; etg, comme

g1(z) =g(a) + K+ V(g;a,z) , go(x) =g(a)+ K +V(ga,z)—g(x).

Il est clair queg; (x) est non-écroissante et nonegative et que(z) = g1(z) — g2(z). De plus,gz(a) =
K >0.Sia<xz<y<balors

92(y) — g92(x) = V(g;a,y) — V(g;a,z) — [9(y) — g(x)] = V(g; 2, y) — [9(y) — g(x)] > 0.

Donc, g2 () est non-@croissante et nonegative.
C.Q.F.D. [ |

On remarque que la décomposition d’une fonction a variation bornée du type décrit dans ce
théoreme n’est pas unique. En fait, si g = g1 — g2 est une telle décomposition alors pour toute
constante ¢ (réelle) g = (g1 + ¢) — (g2 + ¢) en serait une autre.

Théoréme 4.3.2 Si f est une fonction réelle continue sur [a,b] et si g € Var([a,b]) admet deux
décompositions du type décrit dans le Théoreme 4.3.1, disons g = g1 — g2 et g = g3 — g4 alors

b b b b
[t [ fdg= [ rag— [ figi.
a a a a
Démonstration
On voit queg; + g4 = g2 + g3 sont des fonctions nonedfoissantes sya, b]. Donc

b b
[ 1O da®+ 00 et [0 diga®) + ga(2)



4.3. L’INTEGRALE: FONCTIONS A VARIATION BORNEE. 113

existent. De plus,
b b b
h= [ fdg+gl= [ rdg+ [t
et

Izzfabfd[gﬁgg]=/abfdgg+/abfdgg.

Mais I; = I, et le Bsultat en dtoule imneédiatement.
C.Q.F.D. [ ]

A cause de ce théoreme, si f est continue sur [a,b] et si g € Var(a,b]) de telle sorte que

g = g1 — go est une décomposition de g comme différence de deux fonctions non-décroissantes et
non-négatives, on définit 'intégrale de Riemann-Stieltjes comme

/abfdQZ/abfdgl—/abfdgz

Les Théoremes 4.3.1 et 4.3.2 nous garantissent que cette intégrale existe et qu’elle soit bien-
définie.

Théoréme 4.3.3 Supposons que f : [a,b] — R soit continue et que g € Var(|a,b]). Alors,
1) Sia=tg<t1 <..<th_1<t,=0b

/abfdgzi/t:klfdg.

2) Si¢:[c,d|] — [a,b] est strictement croissante et continue alors

/abfdgz/cd(fodﬁd(foczﬁ)-

3) Si g est continue sur [a,b] et dérivable sur (a,b), a part possiblement d’un nombre fini de
points, et si g () est bornée et continue, alors

[ sag= [ swag = [ rdar= [ 1w)g @) dr.

Démonstration

Il suffit d"etablir ce tlEoreme pour le caswog est non-@croissante.
1) On prouve cette partie desultat pour la partitiom < ¢ < b, le cas gréral se erifie de marere
analogue. SP; € Part([a,c|) et P, € Part([c,b]) alorsP; U P» € Part([a, b)) et

b
/ fdg <J(f,g.PLUPy) =J(f,g.P1)+ J(f g, P).
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/(lbfdg</chdg+/cbfdg-

b
/ Fdg> J(f.g,PLUPY) = J(f.9.P1) + J(f.g, Py)

/abfdgz/:fngr/cbfdg

ce qui comptte la @monstration de 1).

Donc,

De fagon semblable, on voit que

d’ou

2) Commeg est continue et strictement croissante, on trouvefgue est non-écroissante. |l s’ensuit
quef o ¢ est ingrable par rappogtg o ¢. Etant done’P € Part([c, d]) avece =t < t1 < ... < t,, = d,
posons

¢(P) = {¢(tj) =12 ,7’L} :
Il est clair quep(P) € Part([a,b]).
Réciproquement, siz; : j = 0,1,...,n} € Part([a,b]) alors{¢~(z;) : j = 0,1,...,n} € P([e,d)).
Donc, la correspondande — ¢(P) est une bijection entr€art([c, d]) et Part([a,b]). Comme

J(f,9,0(P)) = J(fod,go¢,P), P& Part(lc,d])
on voit que

b d
/afdgz inf  J(f.g,6(P) =  inf 7(fo¢,go¢>,P)=/c(fo¢)d(go¢)-

PePart(je,d))  PePart(je,d)

3) A cause de 1) on peut supposer gusoit cérivable sur(a, b) avecg borrée et continue. Ceci veut
dire quefg’ est borree surfa, b] et continue en chaque poirt,part possiblement deetb. Donc, f¢ est
intégrable, dans le sens de Riemann,[gub]. Si[tx_1,tx] C [a,b]. |l resulte du Ted®Eme de la moyenne
qu’il existe¢y, € (tx—1,tx) tel que

g(tr) — g(te—1) = ¢’ (&) [tk — tr1]
d’ou
J(f,9,P) < J(fg'i,P) ou i(t) =t
De fagon semblable, onadhontre que

J(f,9.P) > (fq,i,P)

Il s’ensuit que
b b b
/fdg:/ fg/di:/ f)g'(t)at
C.Q.F.D. [ |



4.4. ARCS ORIENTES, COURBES SIMPLES ET CONTOURS. 115

4.4 ARCS ORIENTES, COURBES SIMPLES ET CONTOURS.

Dans cette section on continue ’étude de la théorie des courbes commencée dans le Chapitre 2. Les
concepts qui seront introduits ici sont importants pour comprendre les véritables différences entre
I'intégrale réelle et I'intégrale complexe.

Si I' est un arc du plan complexe, il est intuitivement clair qu’il existe deux « directions »
définies sur lui et pour les distinguer il suffit de spécifier le « premier point » sur I' pour chacune
d’elles. Par exemple, si I' est représenté par ¢ € Hom([0,1],I") on peut dire que zgp = g(0) € I est
le premier point pour une des directions et que z; = g(1) l’est pour l'autre.

Exemple 4.4.1 Considérons le demi-cercle I' € C lequel est défini implicitement par
F={z=x+iy:2°+y*=1:2>0}.

Si nous voulons une description de l'arc I' avec (1,0) comme le « premier point» il suffit de choisir
la fonction g1 : [0,1] — ' définie par g1(t) = cosnt + isinnt et de convenir que le premier point
correspond toujours a la premiére valeur (0 ici) de la paramétre. Puis, lorsque t croit de 0 a 1 le
point mobile décrit I' dans une des deux directions.

Par contre, si nous voulons que (—1,0) soit le « premier point» nous pouvons choisir la fonction
g2 : [0,1] — T' définie par g2(t) = cos(m —t) + isin(m — t) et g2(0) produit le point (—1,0) et l’on
parcourt l’arc dans la deuxieme direction.

Fin de I’exemple.

On dit que g € Hom([0,1],T") représente 'arc orienté (I, zp) si g(0) = zp.

Rappelons que M = Hom([0,1],[0,1]) et que les fonctions de M sont monotones. Si My est
I’ensemble des fonctions non-décroissantes de M et M_ celui des fonctions non-croissantes alors
M=M,UM_et M NM_=2.

Si (T, z9) est un arc orienté représenté par g € Hom([0,1],T') et si ¢ € M alors go ¢ représente
(T',20). Si x € M_ alors x o g représente (I',2z1) ou 23 = ¢(1) est le point final de (T, z).
Evidemment, (T, 20) et (T, z1) sont les deux arcs orientés qu’on forme a partir de I'. Parfois
on écrit (I, z1) = — (T, 20).

Un arc orienté peut étre représenté par des fonctions définies sur un intervalle [a, b] différent de
[0,1]. Dans ce cas on dit que £ € Hom([a,b],T") représente (I, z9) si £(a) = 2o.

Parfois on écrit, simplement, I' (ou I'") pour un arc orienté. Si I' est donné avec une orientation
on écrit —I' (ou I'") pour orientation opposée.

Or, supposons que I'; et I'y soient deux arcs tels que I'y NT'y = {z1} et que ce point z; est
le point initial ou final de I'y et aussi qu’il est soit le point initial soit le point final de I'y. Si
I' =T7UTIy alors I' est un arc. Pour ce voir, supposons que zg soit 'autre extrémité de I';.
Choisissons g1 € Hom([0,1],T'1) représentant (I'1, z0) et g2 € Hom([0,1],T'2) représentant (I's, z1).
On peut définir

(), sitelo,
g(t)‘{il(t» sitell,

I;

1
2]
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Il est clair que g € Hom([0,2],T"). Donc, I" est un arc.

Une courbe fermée simple I" est une partie de C homéomorphe au cercle unitaire S = {z :

|z| = 1}. C’est a dire qu’il existe une correspondance bicontinue h telle que S 2T

Exemple 4.4.2 Montrer que tout cercle non-dégénéré du plan est une courbe fermée simple.
Solution

SoitI" un cercle cen&’au pointz, et de rayon- > 0. Ce cercle estefini par 'equation complexe
|z — 29| = r. Maintenant, consietons la correspondange: C — C définie parz — Z = 2o + rz qui est
evidemment bicontinu. Alors,

1
|z| =1 ;|Z—ZO| = |Z -2zl =r

Donc, S N T

D’ordinaire, il nous convient de représenter une courbe fermée simple par des fonctions définies
sur S, mais on peut toujours trouver des fonctions définies sur [0, 1] qui déterminent cette méme
courbe en utilisant la correspondance naturelle entre [0, 1] et S définie par

w (t) _ eQm’t

qui est une injection pour ¢ € [0,1). Si 6 est un argument de w tel que 0 < # < 27, alors la fonction

1
t(w) = =— (log |w| + 76
(@) = 5o (log|u| +i6)
est I'inverse de w(t). La restriction de cette fonction au cercle S se notera par A(w). Comme |w| =1
sur S, on voit que A(w) = 60/27 ou 0 < 0 < 2.
On accepte le résultat suivant sans démonstration.

Théoréme 4.4.1 Une partie I' du plan complexe est une courbe fermée simple si et seulement si il
existe une fonction continue h, définie sur [0,1] telle que h(]0,1]) =T, h(0) = h(1) et la restriction
de h a Uintervalle [0,1) est une injection.

Soit C|0, 1] I'ensemble de toutes les fonctions continues sur [0,1]. Si I' est une courbe fermée
simple on dit que h € C0, 1] représente I si h(t) est une injection lorsque t € [0, 1] avec h([0,1]) =
I' et h(0) = h(1). Par le Théoreme 4.4.1 on sait qu’il existe une correspondance biunivoque entre
les fonctions h qui représente I' et les homéomorphismes g entre S et I', cette correspondance étant
déterminée par h = g o w.

Si z € T on peut choisir h telle que h(0) = z. Car, supposons que g € Hom(S,T') et que
g 1(2) = w(0). Posons h(t) = g(w(t+0)), t € [0,1]. Alors, h(0) = h(1) = z et du Théoreme 4.4.1,
il résulte que h représente I'.

Si on prend deux points d’un cercle ils divisent le cercle en deux arcs. On devrait retrouver la
méme chose pour une courbe fermée simple. La démonstration du théoréme suivant est laissée en
exercice.
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r <€ =

w(6)w

[0,1] ) [0,1]

Figure 4.5:

Théoreme 4.4.2 Soit I' une courbe fermée simple et soient z1,zo des points distincts de I'. 1l
existe des arcs I'1, 'y tels que z1, z9 soient leurs extrémités et

r=r,urly , FlﬁPQZ{Zl,ZQ}

Réciproquement, siT'1, 'y sont deux arcs tels que z1, z2 (21 # 22) en soient les extrémités et 1Ny =
{z1, 22} alors T'1 UT'y est une courbe fermée simple.

Quand une courbe fermée simple est décomposée comme dans ce théoreme cette décomposition est
dite simple. Il est évident qu’il existe une correspondance biunivoque entre les décompositions
simples et les couples de points distincts de cette courbe. Il va de soi que ce résultat se généralise
pour n’importe quel nombre fini de points distincts.

A cause du Théoreme 4.4.2, on peut construire des courbes fermées simples & partir de plusieurs
arcs. Par exemple, la réunion d’un demi-cercle et d’'un diametre ou la réunion de trois segments
pour former un triangle.

Nous acceptons le résultat suivant sans démonstration.

Théoréme 4.4.3 SiT est une courbe fermée simple et si g € Hom(S,T') alors l’ensemble de toutes
les fonctions qui représente I' se compose des fonctions h telles que

h(t) = glw(® + (1) , tel0,1] , 6el0,1)
ot ¢ € M = Hom([0,1], 0, 1)).

La situation décrite dans ce théoreme peut étre illustrée par la Figure 4.5.
Soit I" une courbe fermée simple. Si v € Hom([0,1],T") on définit

M ={gow(@)wog:0€[0,1),¢ € M}
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ou g € Hom(S,T') est telle que 7 = g o w. Notons par v_ la fonction w_ = vyo«a ot «(t) =1 —t,
t € [0,1]. Dans cette section, il est possible de prouver que

1) [y Nn[y=] = get[y] U[y_]est 'ensemble des fonctions qui représentent I.
2) Si~y et Areprésentent I' alors {[A], [A_]} = {[7], [v=]}

A cause de ces deux propriétés, les fonctions qui représentent I' forment deux classes [y] et [y_]
et, de plus, chaque fonction qui représente I' induit ces deux mémes classes. On dit que chacune
des classes [y] et [y_] représente une direction sur la courbe, ces deux directions étant considérées
opposées. Ce qui plus est, la direction [y] est déterminée par n’importe quelle fonction de [y]. Le
couple (T', [7]), s’appelle courbe fermée simple orientée. Parfois, (I", [7]) sera notée simplement
par I', mais il y a toujours une direction particuliere sous-entendue.

Exemple 4.4.3 Considérons le cercle unitaire S qui peut étre représenté par w : [0,1] — C ou
w(t) = >, Alors,
w] ={w(@)woep:0€[0,1),pc M}

Lorsque t parcourt [0,1] de 0 a 1, ¢(t) traverse [0,1] dans le méme sens. Donc,
w(B + P(t)) = 2mi(0+o(1)

commence au point €™ et lorsque t varie de 0 a 1, le point w(0 + ¢(t)) traverse le cercle en sens
inverse des aiguilles d’une montre. Un exemple d’une fonction de [w] peut étre construit en prenant
o(t) = t2. Il est clair que ¢ € M. Si 0 = 1/4, on voit que

f(t) = 7 € [w]

Ici, f(t) décrit S a partir de z = i.

Fin de I’exemple.

Un contour fermé est une courbe fermée simple orientée construite d’un nombre fini d’arcs
réguliers orientés. Les courbes de ce type jouent un role fondamentale en analyse complexe.

Le Théoréeme 4.4.2 peut étre généralisé pour le cas d’une décomposition d’un contour fermé.
On acceptera ce fait sur une base intuitive.

Il semble évident que si I' est un contour fermé et si z € C, mais z ¢ I', alors ce point se
retrouve soit & I'« intérieur » soit & '« extérieur » de I'. A vrai dire ce fait exige une démonstration.
Malheureusement, la preuve du théoreme suivant est extrémement difficile et ne peut étre donnée
ici.

Théoréme 4.4.4 (Jordan) SiT est une courbe fermée simple alors C—T" posséde deuz composantes
D1 et Do telles qu’une d’elles, disons D1, soit bornée, et s’appelle U'intérieur de I' et l'autre n’est
pas bornée et s’appelle Uextérieur de I'. De plus I' est a la fois la frontiére de Dy et de Do. Selon
la convention que nous avons adoptée D1 =T°.

Une démonstration de ce théoreme peut étre trouvée dans le livre « The Taylor Series» de P.
Dienes (DOVER publications).
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4.5 L’INTEGRALE COMPLEXE.

Rappelons qu’une fonction g : [a,b] — C ([a,b] € R) est a variation bornée si et seulement si

V(g;a,b)=  sup  B(g,P) < oo
PePart([a,b])

n

B(g, P)=> lg(tx) —g(te—1)| , P={a=to <ty <..<tp=D>0}.
1
C’est un exercice facile a vérifier qu’une telle fonction g = g1 + igo est a variation bornée si et
seulement si chacune des fonctions réelles g1, go lest.
Maintenant, si f : [a,b] — C est continue sur [a,b] et si g : [a,b] — C est & variation bornée, on
définit 'intégrale de Riemann-Stieljes de f par rapport a g comme

b b b b b
/fdg=/ fldgl—/ fzd92+i/ fldgz+z'/ fadgr

ou f = fi+ifs et g=g1+ige. Il est clair, de par des résultats précédents, que chacune des
intégrales a droite existe de sorte que [ (f f dg soit bien définie.

Pour le reste de cette section on suppose que I' représente soit un arc orienté régulier par
morceaux, soit un contour fermé. Dans les deux cas 7 est une fonction qui représente I' (c-a-d
v € Hom([0,1],T'). La fonction v doit étre dérivable sur (0, 1), & part possiblement d’un nombre
fini de points, et 4/ doit étre bornée et continue. Si f est une fonction complexe continue en
chaque point de T" alors la fonction composée f oy est continue en chaque point de [0, 1] et comme
v € Var([0,1]) on trouve que f o~ est intégrable par rapport & 7. On démontre facilement que le
Théoréme 4.3.3 s’applique quand f : [a,b] — C et g : [a,b] — C.

Supposons que I' soit un arc orienté régulier par morceaux. Si ; est une fonction autre que y
qui représente I' alors 71 = v o ¢ ou ¢ € M. 1l résulte du Théoreme 4.3.3 de la section 3 que

[tomyan = [ omdtros = [ (foan.

Supposons, maintenant, que I' soit un contour fermé simple et que 7 = gow oll w = 2™ et
g € Hom(S,T'). Si v est une autre fonction représentant I" alors 73 = gow(f)w o ¢ ol ¢ € M et
0 <6< 1. Posons h=gow(@)w € Var(]0,1]). En appliquant le Théoreme 4.3.3 de la section 3,

(1) et (2), on trouve que

1 1
/(fo'yl)d'yl = /(fohogb)d(hoqﬁ)
0 0
1
- /O(foh)dh
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1-6 1
= [ (egoult+)dgowt+0)+ [ (fogoult+8)dlgowlt+o)
0 1-0
1 0
= [ Gegewtudgoui) + [ (fogow)dlgow))
0 0
1
= [ (fogowdigow)
0
1
0

Dong, si I" est un arc orienté régulier ou un contour fermé simple et si v € Hom(][0, 1],I") alors
I'intégrale fol( fo7)dy a une valeur indépendante de la fonction v représentant I'. Pour cette raison
on définit 'intégrale de la fonction f le long de la courbe par

Lf(z)dzZ/()l(fov)dv

ou v est n'importe quelle fonction qui représente I'. A cause du Théoreme 4.3.3 (3) de la section
3, on voit que )
0
de telle sorte que [ f(2) dz se réduit a une intégrale de Riemann.
Le lecteur devrait comprendre a ce point pourquoi nous avons accordé tant d’importance aux
concepts d’arc régulier et de contour fermé simple.

Dans plusieurs situations, on préfere, au lieu de Uintervalle [0, 1], d’utiliser I'intervalle [a, b]. Si
A est continue sur [a, b] et dérivable sur (a,b), sauf pour un nombre fini de points, posons

[1@az= [[(rorpai= [ 1foro) )] i

ut) = (1—t)a+b, tel0,1]

et il suit que A o u représente I'. Du Théoreme 4.3.3 on a
b

/Ff(Z)dz:/Ol(fo)\ou)d()\ou):/(foh)d)\:

a

b , b ,
/a(foA)A =/a FoXHN (t)dt.

Exemple 4.5.1 Si S est le cercle unitaire (centré a l'origine) trouver la valeur de [¢(1/z)dz ou
S représente le cercle avec lorientation « positive .

Solution

Le contour ferne’simple peuefre repesent’ parw(t) = €27, ¢ € [0, 1]. On trouve que

d 1 . 4 1
/ 9 _ / e 2T Je2mit — 27ri/ dt = 2mi .
S+ z 0 0

Fin de I’exemple.
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Sous les mémes conditions utilisées pour définir [ f(2) dz, il est utile de définir [, f(2) dz. Cette
derniere se définit comme suit

[@az= [(romar= [ ronas

On démontre, comme avant, que la valeur de cette intégrale est indépendante de la fonction que

représente I'.
Exemple 4.5.2 Trouver la valeur de [.Zdz+ zdz o T est

a) Le segment qui relie (0,0) et (1,1).
b) Les segments qui relient (0,0) a (1,0) et (1,0) a (1,1).

Solution
a) Ici I'arc peut s’exprimer pat(t) = (1 + i)t, t € [0, 1]. Alors

1 1
/2dz+zdzz2/ t(1+i)(1—i)dt:4/ tdt=2.
I 0 0

b)lcil' =I'yUT'y0ul'; correspon@z(t) = t, t € [0, 1] etT'; estrepesent’parz(t) = 1+it, t € [0, 1].
Donc

1 1 1
/2dz+zd2:/ 2tdt+/ (1—it)idt—/ (14 it)idt =2.
r 0 0 0

En fait, la valeur de cette iagrale reste inchaeg pour n'importe quelle courbe rectifiable enide0) et
(1,1). On verra une preuve de cela plus loin.

Fin de I’exemple.

Exemple 4.5.3 Si C(z,r) est le cercle défini par |z — 20| = r, évaluer [(z — 20)™ dz, m € Z.
Solution
Il est clair queC' a commesguation paraettrique

z2(t) = zo + r(cost +isint), 0<t<27w

et lorsque croit entre0 et 2, le cercleC(zg, ) est dcrit dans le sens positif. Alors,
27
/ (z—20)"dz = / r™[cost + isint]™r[—sint + i cost] dt =
C(Zo7 ) 0
27
el / [—sin(m + 1)t +icos(m + 1)t] dt
0

Cependant,
2
/ sin Ntdt = 0, pour toutN € Z
0
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et

2w i — 0N
/ cos Ntdt = 2m, SIN =0;
0 0, autrement.

Donc,
2mi, Sim = —1;
_ m — ) 1
/S(Z 20)" dz {0, autrement.

Fin de I’exemple.

4.6 PROPRIETES DE L’INTEGRALE COMPLEXE.

Dans cette section on présentera certaines propriétés de l'intégrale [ F(z)dz. Le lecteur sera en
mesure de trouver les propriétés analogues pour I'intégrale [ f(z) dz.

On suppose, toujours, que I' est soit un arc orienté, soit un contour fermé simple. Dans les
deux cas, 7 sera une fonction représentant I'. Plus précisément, v € Hom([0,1],T"). Si f et g sont
des fonctions continues variant sur les points de I', on a

Théoréme 4.6.1 L’intégrale complexe posséde les propriétés suivantes:

a) SiAeC, [ Af(2)dz= X[ f(2)dz.
b) Jilf(2) + 9(2) dz = fy f(2)dz + [y g(2) d-.
c) Jp- f(2)dz = — [; f(z) d=.

d) SiTy, k=1,2,...,n forment une décomposition de I' préservant son orientation, alors

/Ff(z)dz:zj:/rkf(z)dz.

e) Si L est la longueur de I' alors | [, f(2)dz| < L supr |f].

f) Si, sur une région ), il existe une fonction holomorphe g telle que ¢ = f et si ' € Q alors
Jr f(z)dz = g(v(1)) — g(7(0)). En particulier, si I est un contour fermé simple, [ f(z)dz.

Démonstration
a)
1 1
Jar@ = [Carony = [(oan = [ £z

b) X

[5G+ g@Ndz = [[(Fom) +g0al = [(Forn'+ [ gomn' =
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/Ff(z)dz—l—/rg(z)dz.

[ s@rdz= [[rornt = [ b -0l - o) di =

- [t e du = [ 1)z

d) Laiss en exercice.

K '/f )dz| = ’/ o)y

[sup 16 ]/ | = Lswplf].

te[0,1]

|< [17oii=

f) On voit que
/de—/ for)yy /1(907)’:9(7(1)) —9(7(0)).

C.Q.F.D. n

4.7 DEUX THEOREMES AUXILIAIRES.

Les deux résultats de cette section proviennent de ’analyse réelle et les démonstrations dans toute
leur généralité peuvent étre trouvées dans le livre de T.M. Apostol, Mathematical Analysis, (Ad-
dison Wesley). Nous nous contenterons ici d’énoncer les résultats et de donner les démonstrations
pour les cas bien restreints.

Le premier cas concerne la possibilité de la commutativité des opérations de dérivation et
intégration.

Théoreme 4.7.1 Soit R une région de R? définie par —o0o < a <t <b< 400 et —c0o < a <z <
B < 4o00. Supposons que f(t,x) et a%f(t,x) soient continues en t et en x. Si g(t) est a variation

bornée sur [a,b] alors F(x) = fab f(t,x)dg(t) existe. De plus,

a dx/ . /: 012 ).
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Démonstration partielle.

Supposons que g(t) =t et posons

b b T
:/af(m,t)d:r , G(t):/a %dz‘

Les deux fonctions F' et G sont continues dans [a,b]. Or, si o et T se retrouvent dans |a, b]

/;G(t)dt:/;/ab%dxdt:/ab/;%dtda::

b b
| @n-s@ayde=re) - [ facde

Mais fé’ f(z,c)dx est une constante qui ne dépend pas de T ce qui implique F' =G.
C.Q.F.D. [ |

Notons qu’en plus d’avoir simplifié par la substitution g(¢) = t nous avons supposé qu’il soit
légitime d’interchanger 1’ordre d’intégration dans les calculs ci-hauts. La preuve générale ainsi que
la justification de I’échange sont présentées dans les cours d’analyse réelle.

Le résultat suivant établit une relation fondamentale entre les intégrales curvilignes et les
intégrales doubles. Il joue un réle important dans la théorie des équations différentielles et en
physique.

Théoréme 4.7.2 (Green) Soient P(x,y), Q(z,y) des fonctions continues définies sur une région

limitée par une courbe fermée simple orientée I'. Supposons que %—(;2 et % existent et soient bornées

a Uintérieur de I'. De plus supposons que

// — dx dy // dx dy
ou Q) =T"UTI"° existent. Alors

/ Pmydm+Qazydy—// {@—6—]3} dx dy .

La preuve complete de ce théoreme est compliquée a cause de la nature générale de la courbe
T". Ici on se contentera de le démontrer dans le cas ou I' est un rectangle.
Posons

Q={(z,y):zo<z<z1,y0 <y <u}

et soit I' la frontiere de 2. Décomposons I' en quatre segments I';, i = 1,2, 3,4

I = [(z0,%0), (z1,90)], T2 = [(21,90), (x1,91)],
I3 = [(21,91), (®o,y1)], T4 = [(wo,41), (x0,¥0)] -
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Or, si les hypotheses sont satisfaites pour €2

aP AT z
— —dxd :—/ ( —d)da::—/ P(z, — P(z, dr =
I 5y drar==[ ([ 5, [ Pay) — Pl )

x1 o
/ P(z,y0) dx + / P(z,y1)dx = P(z,y)dx + P(z,y)dx = / P(z,y)dx.
0] T1 I I's r

[e@y= [[ G2 acay

L’égalité

s’établit de maniere analogue.

Exemple 4.7.1 SiT est une courbe fermée simple choisissons P(x,y) = —y et Q(x,y) = x. Alors,

1
Aire(I‘o):/Fodazdyzﬁ/r—yda:—kxdy.

Exemple 4.7.2 Evaluer [ (x —y®)dz + 23 dy o0 O = {z : |2| = 1}.
Solution
SiQ=C°
I:/ (z—y*)de +23dy = // 3(z® +y*) dr dy.
c+ Q

En écrivant cette derpre inggrale en coordoma®s polaires on voit que

1 21 1 21 3
I:// 3r3drd0:/ 3 dr df — (/ r3dr> (/ d@) _ o
Q r=0 J0=0 0 0 2

Fin de I’exemple.

Le Théoreme de Green peut étre parfois utile dans ’évaluation des intégrales complexes, et on
verra ce fait plus en détail dans le prochaine chapitre, car une telle intégrale peut s’écrire sous la
forme I7 + ils ou I et I sont des intégrales réelles de la forme utilisée ci-haute.

Exemple 4.7.3 Soit C un contour fermé simple et notons par €2 la réunion de C' et son intérieur.
On observe que

/Zdz:/mdx+ydy+i/ydm+xdy.
C C C

L’application du Théoréeme de Green a ces intégrales réelles nous permet de conclure que

/Zdz:i/ —yd:n—I—xdy:?i//dxdy
C C Q
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Donc, Uaire délimité par C est égale a % JoZdz. Par exemple, si C est Uellipse décrit par les
équations paramétriques

x(t) = acos2mt y(t) = bsin2nt, 0<t<1

ot a,b € R sont différents de zéro alors

1
/Zdz:i/ 2mabdt = 2mwab.
C 0

Donc, Uaire de Uellipse est wab.
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4.8 EXERCICES

SECTION 4.1

4.1 Evaluer les intégrales suivantes selon la méthode de 'Exemple 4.1.2.
1
A) / R(z)dz, T =]0,1]
0
1
B) / S(z)dz, T =10,1]
0

3+47
) / (2422 +1)dz, T =1[0,3+4i.
0

4.2 Lesquelles des formes différentielles suivantes sont exactes?

A) zydx—dy B) :cd:c—idy
C) (xy+1)dr—dy D) zy’dx + (2®y+y?)dy.

7 ) . Y 2 2 . —1
4.3  Par la méthode de I'Exemple 4.1.5 trouver une anti-dérivée pour log /x? 432 + itan™"
valable pour la région du plan ou z > 0 et y > 0.

—,

4.4  Si A(A) et A(B) sont des formes différentielles réelles exactes est-t-il vrai que A(A)+iA(B)
représente une forme différentielle complexe exacte? (Expliquer!)

4.5 Montrer qu’aucune anti-dérivée n’existe pour la fonction f définie par f(z) = 23 + iy>.
SECTION 4.2

4.6 Montrer qu’une constante c est toujours intégrable par rapport a une fonction réelle bornée
g(t). En effet

b b
| edstty =< [ dg(®) = clo(v) (@) .

4.7 Prouver que si f est intégrable par rapport a g; et go alors elle 'est par rapport a g1 + go.

4.8 Si fi et fo sont intégrables par rapport a g alors il va de méme pour fi; + fo. De plus,

/ab(f1+fz)dg—/abflngr/abhdg-
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4.9 Si c est une constante et si f est intégrable par rapport a g alors

[Lbcfdgzlbfd<cg>=clbfdg.

SECTION 4.3

4.10 Si f € Var([a,b]) montrer que

?ugf <|f(@)|+V(f;a,b).

4.11  Si f € Var([a,b]) avec infl, f > 0 montrer que 1/f € Var([a,b]) avec

1. . : 2
V(?va’ b) < V(fvaa b)/[ﬂ;}a f] :

4.12 Trouver un exemple d’une fonction qui est continue sur [a, b] mais qui n’appartient pas a
Var([a,b]).

4.13 Si f € Cla,b]NnVar([a,b]), montrer que la fonction définie par x — V(f;a,x) est continue
sur [a,b)].

4.14 Sid e Cla,b] et g € Var([a,b]) montrer que

/:fdg

4.15 Si f,g € Var([a,b]) N Cla,b], montrer que

b
g/ (1) AV (g;a,b) < V(g;a,b)sup |f].
a [(l,b]

b

b
| g = 10)9) = f@gta) - [ gar.

a

SECTION 4.4

4.16  Montrer que si g € Hom([0,1],T) et si g_(t) = g(1 — t) alors g représente (I',2g) si et
seulement si g_ représente —(T', ).

4.17 Soient I'1, 'y des arcs tels que I'1'NT'e = {z}. Montrer que I'y UT'y est un arc si et seulement
si z est une extrémité de I'; et I's.
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4.18 Construire une démonstration intuitive pour le Théoreme 4.4.1.
4.19 Prouver le Théoreme 4.4.2.
4.20 Donner une interprétation géométrique du Théoreme 4.4.3.

4.21 Prouver le Théoreme de Jordan pour (a) un cercle, (b) un rectangle.
SECTION 4.5

4.22 Soit C le carré avec les sommets aux points (£1, £1). Evaluer

/ zZdz + zdz.
c+

4.23 Pour le carré du probleme 4.22, évaluer
/ (z—20)", meN.
Cc+

4.24 Si G, est le cercle |z| = r, évaluer les intégrales suivantes:

A) o R(z)dz, B) fo 3(z) dz,

C) Jor#5. D) Jor#dz,
E) fo zZ"dz, F)  Jji14g#logzdz.
4.25 Montrer que
2,2
A) lim jd'z =0, B) lim erdz
R—0o0 J|zj=R 2° + 1 R—oo J-R—R+i] Z+1
SECTION 4.6

4.26  Prouver la propriété (IV) de cette section.
SECTION 4.7

4.27  Siw est une région de R? limitée par une courbe simple fermée I' et siu = u(z,y), v = v(z, y)
sont des fonctions de classe C? sur €2, montrer que

ou Ou ov  Ov
/Fuvdx%—uvdy—//ﬂ{v(%—a—y>+u(%—6—y>}d:z:dy
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) o) [ (s )
2 o \"ar " Yar) T ey Y Y 83683/ Yoray | Y

4.28 Evaluer

et

/(xfyg)dx+x3dy ou C={z:|z|=1}.
C
4.29 Evaluer

/ e*sinydx + e¥ cosydy . (C est le carré du probleme 4.5.1.)
C

4.30 Evaluer
/Cf(x)dwrg(y)dy ot C={(z,y): 2% +y® = 36}.

4.31 Peut-on utiliser le Théoreme de Green pour évaluer

/ ydr — x dy
c 2 +y?

ou C est le cercle unitaire?



