Chapitre 2

LA DERIVEE

2.1 LIMITES.

Soit f : 2 — C une fonction complexe de domaine 2 # @. Si a, L € C on dit que L est une limite
de f(z) lorsque z tend vers a si et seulement si (Ve > 0)(36 > 0)(@ # f(V(a,8)) C V(L,¢)).

Soit a un point isolé du domaine de f(z). Donné e > 0, choisissons 6 > 0 si petit que V(a,8) N
dom(f) = {a}. Alors, f(V(a,6)) = {f(a)} CV(f(a),e). Donc, si a est un point isolé du domaine
de la fonction f, lim,_., f(2) = f(a).

Théoréme 2.1.1 Silim,_., f(z) existe, elle est unique.
Démonstration

D’abord, notons que si est un point isa’du domaine d¢ il n’y a rien & d@montrer cayf (a) est unique
d’'aprés la @finition méme d’une fonction.
Supposons qu¢ pos&de deux limites distinctes, disois et Lo, lorsquez — a. Choisissong > 0
tel queV (Ly,e) NV (La,e) = @. A cette valeur de on fait correspondre deux valeuts > 0 et§; > 0
telles que
f(V*(a,61)) CV(Li,e) et f(V*(a,d2)) CV(Lae).

Sié = min(61,62) alors
o # f(V*(a,6)) CV(Li,e) NV (La,e€)

ce qui est impossible car ce dernier ensemble est vide.
C.Q.F.D. [ |

Jusqu’ici on a supposé que le domaine €2 de notre fonction soit une partie de C et que la
limite . € C mais il est a remarquer que les mémes définitions et résultats restent valides si
QN CCU{oo} =C>® ousi L =00 en autant qu’on tient compte de la définition d’un e-voisinage du
point & 'infini donnée dans la section 1.8. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le Théoreme
2.1.1 si a =00 ou si L = co ou les deux.

Il est & noter qu’avec cette notion de limite, une fonction f : €2 — C est continue en a € 2 si et
seulement si lim,_,, f(2) = f(a).
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42 CHAPITRE 2. LA DERIVEE

Si f : Q — C possede une représentation de la forme f(2) = ¢(x, y)+i(x, y) et silim, ., f(2) =
L = Li+iLy alorslim,_,, ¢(z,y) = L1 et lim,_,, ¥(x,y) = Lo et réciproquement, si ces deux limites
existent, alors lim, ., f(z) = L1 +iLs. La démonstration de ces faits devient triviale une fois qu’on
note que si z € Q)

[¢(2) — L] < |f(2) = LI < [p(2) — L1| + [(2) — Lo
et
[(2) = La| <|f(2) = LI < |p(2) — L] + [(2) — Lo .
Les détails de la démonstration sont laissés en exercice.
Théoréme 2.1.2 Supposons que lim,_,, f(2) = L # 0+ 0i. Alors, il existe un voisinage V*(a,n)
tel que z € QN V*(a,n) entraine f(z) # 0+ 0.
Démonstration

Soite > 0 donrg. Alors il existed > 0 tel quez € V*(a,6) NQ = f(z) € V(L,¢). Posong = |L|/2
et notons parn une valeur dé correspondard cette valeur de. Alors

LI =I(L = f2) + R <[f(z) - LI+ [f(2)] < %\L! +1/(2)]

lorsquez € V*(z,m) N Q. Donc| f(z)| > 3|L| > 0 pour ces valeurs de
C.Q.F.D. ]

On retrouve la plupart des propriétés algébriques des limites du domaine réel dans le domaine
complexe. Les démonstrations sont compleétement analogues dans les deux cas, on se contentera de
donner la démonstration d’une seule de ces lois fondamentales.

Soient lim, ., f(2) = A et lim,_., g(2) = B ou A, B € C. Alors

(1) lim.a[f(2) +9(2)] = A+ B,
(2) lim._q f(2)9(z) = AB,
: Bh flz) _ A
(3) SlB#O—FO’L,hmZ_,am—E.
Démonstration de (2).

Pour € > 0 donné soit 6 la racine positive de 1’équation 22 + (JA| + |B|)z — e = 0. Alors, il
existe 81,02 tels que z € V*(a,61) = |f(z) — A| < 0 et z € V*(a,62) = |g(z) — B| < 6. Donc, si
0 < 6 < min{éy, 062} on voit que si z € V(a, ) alors

[f(2)9(2) — AB| [f(2) = Allg(2) — B] + Alg(2) — B] + B[f(2) — A
1£(z) = Allg(2) — Bl + |Allg(2) — B[ + [Bl[f(2) — A

0%+ (JA| + |B)f = ¢.

N IA

C.Q.F.D. n

Les autres lois se démontrent de fagon semblable.
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Exemple 2.1.1 Montrer que lim,_.,, f(2)g(z) = 0 si lim,_.,, f(2) = 0 et sl existe M avec 0 <
M < oo tel que |g(z)] < M pour tout z dans un voisinage (non-vide) de zp.

Solution
Supposons que podi > 0, z € V*(zp,61) = |g(z)| < M. Donrée > 0 choisissong, > 0 tel que

z € V*(20,02) = |f(2)| < €/M. Alors, si0 < 6§ < min{éy, 02}

€

2 € V¥(20,8) = [f(2)llg(2)] < 57

M =c¢€.

Donc,lim, .., f(2)g(z) = 0.
Notons que siy n'est pas boreé le Esultat n’est pas toujours valide. Par exemplef(&) = z
etg(z) = 1/z, lim,_ f(z) = 0 mais la fonctiong n’est borrge en aucun voisinage deet, en effet

lim, o f(2)g(2) = 1.
Fin de I’exemple.

Rappelons qu’un e-voisinage du point oo se définit comme V(oo,€) = {2z : |2| > 1/e}. Avec
cette définition on peut donner un sens a lim,_,, f(z) = A dans les cas ot a, A ou les deux sont co.

Exemple 2.1.2 Montrer que lim,_,o(z — 1) = 00.
Solution
Donrée > 0 choisisson$ = ¢/(e + 1) < 1. Alors, siz € V(c0,8) = {2 : |2| > }}

1 1 1
el 2z 1> ;1= 1=
1) € €

ce qui entraie f(z) € V(oo,€) = {w : [w| > 1}.

Fin de ’exemple.

Dans les cas ou une ou 'autre des limites est oo les propriétés (1), (2), (3) énoncées ci-hautes
ne sont pas nécessairement valides. Par exemple, lim, .oz = 00 et lim,,(1/2) = 0. Or,
lim,_, f(2)g(z) = 1 mais le produit 0.co n’a pas de sens!

Exemple 2.1.3 Montrer que lim,_,gZ/z n’eziste pas.
Solution

Posons: = at ou « est un nombre complexe quelcongge0 et ¢ une variable eelle. Alors, si on
présume l'existence de la limite

. Z .ot

lim — = lim — =
z—0 2 t—0 at

Mais « étant arbitraire, ceci contredit le @beéme 2.1.1 cary/a peut prendre une infirétde valeurs

differentes.

eIl

Fin de I’exemple.
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2.2 LA DERIVEE D’UNE FONCTION COMPLEXE.

Il semble, au départ, qu’il serait logique de définir la dérivée d’une fonction complexe en copiant
le plus conformément que possible, la définition correspondante des fonctions réelles. C’est ce que
nous ferons dans cette section. Une autre approche sera examinée plus loin.

Sif:Q — Cetsiaestun point intérieur de 2 on dit que f(z) admet une dérivée en a ou
que f(z) est dérivable en a si et seulement si

LS = @) flath) - fa) o)

z—a Z—a h—0 h

existe comme une valeur finie de C. Dans ce cas la limite est notée f’(a) et s’appelle la dérivée
de f(z) en a.

11 faut noter qu’on n’a défini la dérivée que pour les points intérieurs du domaine de la fonction.
Ceci est fait pour que z puisse « approcher » a, dans I’équation 2.1, sans qu’il y ait des restrictions
sur la direction d’approche. Notons que pour la présente on ne s’occupe pas de la possibilité de
définir la dérivée au point z = co. Cette question sera traitée plus tard.

NOTA: A partir d’ici nous adoptons la convention que si E est un ensemble de points !
dans C, E° représente son intérieur a moins que I' ne représente une courbe
fermée qui ne se recoupe pas. Dans ce cas I'° représente ’ensemble de points
renfermés par I' mais qui ne sont pas sur I'. Par exemple C'(0,1) = {z :
|z| = 1} est une cercle et C°(0,1) = {z : |2| < 1}

Supposons que f’(a) existe pour f: Q — C,a € QV. Alors pour tout € > 0 il correspond § > 0
tel que
cevias) = [T2IA gl o
d’ou
f(z) = f(a)| < (e+|f'(a))]z —al.
On voit, donc, que

lim [f(z) = f(a)] = 0.

zZ—a

Donc, si f(z) est dérivable en a elle y est continue.

Le grand avantage de la définition de la dérivée comme une limite est, qu’étant semblable a
celle des fonctions réelles, on peut affirmer, presque sans hésitation, que les formules algébriques
pour la dérivée d’une somme, d’un produit et d’'un quotient de deux fonctions sont vraies pour les
fonctions complexes dérivables. Ceci découle du fait que les lois algébriques pour les limites des
sommes, des produits et les quotients de deux fonctions sont les mémes pour les fonctions réelles
ou complexes.

1 doit étre clair que, comme ensemble de points dans C, une courbe n’a aucun point intérieur! Donc il faut tenir
compte du contexte lorsque cette convention est utilisée.
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Théoréme 2.2.1 Si f: Q) — C et g: Qo — C sont dérivables au point zo € (21 NQ)° et si a € C
alors

(af)(20) = af'(20) ,
(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20) ,
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20) -

La démonstration de ce théoreme peut se faire en faisant la traduction des démonstrations des
résultats analogues des fonctions réelles a une variable qu’on peut trouver dans n’importe quel bon
livre de calcul.

Supposons que f : 0 — C soit dérivable en zy. Dans ce cas f est dite monogéne en zj.
La fonction f(z) est réguliére en zy s’il existe § > 0 tel que f soit dérivable en chaque point
d’un voisinage V(zp,6). Si f(z) est dérivable en chaque point d’'un ouvert O C  elle est dite
holomorphe sur O. Donc f(z) est holomorphe sur O si et seulement si elle est réguliere en
chaque point de O. On peut prouver qu’'un ouvert possede une décomposition comme une réunion
d’ouverts connexes et pour cette raison nous supposerons, en général, que le domaine de
chaque fonction complexe étudiée soit une région (c-a-d un ouvert connexe).

NOTA: Dans certains livres on utilise le terme «analytique» comme 1’équivalent de «holo-
morphe ». Dans un sens strict, le terme analytique implique que la fonction possede une repré-
sentation en série infinie. Plus loin on établira que ceci est effectivement vrai pour les fonctions
holomorphes.

Si f(z) est holomorphe sur une région , sa dérivée est la fonction f’ : Q@ — C définie par
z +— f'(z) pour tout z € Q.

Un point zg est dit singularité de f : Q — C si f n’est pas réguliére en zy. Si f est dérivable
en chaque point d’un certain e-voisinage pointé de zg, sans I’étre en zg, alors ce point s’appelle
singularité isolée de f. Il est & noter que tout point n’appartenant pas au domaine d’une fonction
est une singularité de cette fonction mais, comme on le verra dans les exemples, certains points du
domaine d’une fonction peuvent étre aussi des singularités.

Lemme 2.2.1 Si f : Q — C est dérivable en zg € Q alors il existe r > 0 et une fonction n :
V(z0,7) — C tels que n soit continue en zg avec n(zg) =0 et

(Vz € V(20,7)) (f(2) = f(20) + (2 — 20)[f'(20) + n(2)]) - (2.2)

Démonstration

Soitr > 0 tel queV/(zo,) C Q: un telr existe caK2 est un ouvert. Poson(z) = £&=L=0) et, pour
z € V*(zo,7)

(0 Si z = 20;
=) = {A(z) — f'(20) sizeV*(z,7).



46 CHAPITRE 2. LA DERIVEE

Sie > 0 il existe, par la éfinition de la &fivee, uné > 0 tel quez € V*(z0,6) = |A(z) — f'(20)] < e.
Comme le membre de droite de cette implication n’est autre|gg — 1(zo0)| < ¢, ceci dmontre que
n: V(z0,r) — C estcontinue. Lident#(2.2) résulte imnediatement de lagfinition der.

C.Q.F.D. n

Théoreme 2.2.2 Soient 1,8y des régions de C et supposons que f : 21 — C,g : Qs — C avec
f(Q1) C Qqy soient holomorphes sur leurs domaines respectifs. Alors g o f est holomorphe sur
et (go f) =(gof)f"

Démonstration

Supposons qug € Q; etf(z) € Qq. llexister > 0telqueV (f(zg),r) C Q2. Commey est drivable
enwy = f(2o) il existe une fonctiorg : V(wg, r) — C telle que

g(w) = g(wo) + (w — wo) [¢'(wo) + &(w)]

ou ¢ est continue emy eté(wp) = 0. (Bien gir, w € V(wp,r).) Commef(z) est continue eny, il existe
6 > 0tel que
V(20,0) €1 et f(V(z,0)) € V(wo,r)

Il s’ensuit que pour un tef, on a
9(f(2)) = g(f(20)) + (f(2) = f(20)) (¢'(f(20)) +&(f(2))) -

Commef est drivable enzy, il existe une fonctiom : V' (zp,6) — C, continue erx, avecn(zy) = 0, telle
que, siz € V(zp, 9)

9(f(2)) = g(f(20)) + (z = 20) (¢'( (20)) f'(20) + 1(2))

ou
w(z) = E(f(2)) f'(20) + ¢'(f (20))n(2) + E(f(2))n(2) -

Il est clair queu(z) est continue eng et u(zp) = 0. Donc

9(f(2)) — 9(f(#0))

1- — / /
ZLIIZIO Y~ 9 (f(20)) f'(20)
La valeurz, étant arbitraireg o f est holomorphe sur;.
C.Q.F.D. [ ]

Il est possible, a ce point, d’établir une liste de dérivées pour certaines fonctions élémentaires
directement de la définition.

Exemple 2.2.1 Si f : C — C est définie par f(z) = 2™ ou n est un entier positif, alors f'(z) =
nz" 1.

Solution
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On note que siy € C
2l = (2 — 20) [ 2" R e 4 25T

Donc 0o
Z7 — Z _ _ —
220 el 2+...+zg 1
Z— 20
Lorsquez — z, cette derrete somme tend vers:; . Le choix dez, &tant arbitraire, laginonstration est
compkte.

Fin de ’exemple.
Notons que la fonction définie par f(z) = 2", n € N n’a aucune singularité dans C.

Exemple 2.2.2 Montrer que la fonction f définie par f(z) = Z n’est dérivable en aucun point de
C.
Solution

Soitzp € C un point quelconque et posons, pour chiaqub =z — z9. Alors i:—jg = % Donc, pour
que f(z) = z pos€de une dfivée enz il faut quelimy,_., * existe. Sih = |h|(cos a + i sin &) on trouve
que

= cos2a — 7 sin 2«

ISl

Mais, lorsqueh — 0, o peut prendre des valeurs quelconques. Il s’ensuifigug . % n’existe pas et, par
congquent,f(z) = z n'est drivable nulle part. C’es&-dire que tout point du domaine de la fonction est
une singular#’(non-isote).

Fin de I’exemple.

Exemple 2.2.3 Définissons f(z) comme suit
fz)=2*sizeR f(z)=0size C—R

La fonction f ou est-elle dérivable? Quelles sont les singularités de f?
Solution

Soita = a; + iay un point deC — R. Alors, don€e > 0 choisisson® > 0 de telle margre que
0 < 6 < |ag|. Alors, siz € V(a,?), w = 0. Donc, pour tout € C — R, f(z) est drivable. En
effet f(z) est holomorphe sut — R.

Maintenant, supposons que= 0 et quee > 0 soient doneS. Si on choisib tel qued < 6 < el est
clair que

zeV(0,6) = ’%‘ =|z|<e

Donc, la fonction estefivable pour: = 0.
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Néanmoins, sii € R, tout voisinage de contient toujours des valeurs ddelles que{% soit
arbitrairement grand. Dong| z) n’est dérivable en aucun point de— {0} ce qui entraie que chaque point
deR — {0} est une singulait(non-isofe) def

Fin de I’exemple.

Il n’est pas possible de traduire tous les résultats du calcul élémentaire directement au domaine
complexe. Les difficultés se présentent dés qu’un résultat utilise dans son énoncé ou comme partie
essentielle de sa démonstration le fait que R est ordonné (la relation <). Considérons, par exemple,
le Théoréme de Rolle qui dit que si f : [a,b] — R et si f est dérivable sur 'intervalle ouvert
(a,b) et si f(a) = f(b) alors il existe £& € (a,b) tel que f'(¢§) = 0. La démonstration usuelle
de ce théoreme montre que si le point £ n’existe pas la fonction f serait strictement croissante
(décroissante) entrainant une contradiction avec ’hypothese f(a) = f(b). Nous ne pouvons utiliser
ses arguments dans C car la relation z < w n’a aucun sens lorsque z et w sont des nombres complexes
quelconques.

On pourrait étre tenté par une modification simple des hypothéses qui nous permettrait de
trouver un remplacement pour le Théoreme de Rolle. Voici une tentative qui ne marche pas.

Exemple 2.2.4 Montrer que la proposition suivante est fausse:

Proposition Soit f : Q@ — C une fonction holomorphe sur €1 et

supposons que [z1,z2] C Q ([z1, 22] est le segment de droite qui relie

z1 et z2) et, de plus, supposons que f(z1) = f(z2). Alors il existe

€ € (21,22) tel que f'(€) =0,
Solution

Considrons la fonctionf : C — C définie parf(z) = z(z — 1)(z — i) et l'intervalle [0, 1]. Il est

clair quef(0) = f(1). La dérivée def estf’(z) = 322 — 2(1 + i)z + 4. Les points sur 'axegél sont
{z : z=1t+0i : t € R} (ceuxde l'intervallg0, 1) correspondent aux choix delans ce rafne intervallg.
Or, f'(t) = 0 si et seulement si

3t -2t +i(—2t+1)=0 — 3t2-2t=0;2t—-1=0.

Mais ce systine déquations n’admet aucune solution de telle sorte qu’il n’existe pgsale(0, 1) avec
1'(&) = 0. Ce contre exemple montre que la proposition est fausse.

Fin de I’exemple.

Il devrait étre évident que le théoréme de la moyenne, dont la démonstration utilise le théoreme
de Rolle, ne se traduit pas directement dans le domaine complexe.

Meéme si nous devons se passer de ces résultats il y a quand méme des choses a dire par rapport
aux relations entre les valeurs d’une fonction complexe et celles de sa dérivée et pour clore cette
section on présente un de ces résultats dont I'application se limite aux polynémes. Pour ce faire il
faut d’abord une définition puis un lemme.

Un polygone P est dit convexe si tous les segments ouverts qui sont déterminés par deux
sommets non-adjacents ont tous leurs points a I'intérieur de P. La démonstration du lemme suivant
est laissée en exercice.
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Lemme 2.2.2 Donné un ensemble E de n points du plan compleze il est toujours possible, pour
au moins une valeur de k avec 1 < k < n, de trouver un polygone convexe P de k cotés tel que les
sommets sont des points de E et les n — k autres points se retrouvent a l’intérieur de F.

Théoréme 2.2.3 (Lucas) Si P est le plus petit polygone convexe qui contient tous les zéros d’un
polynome P(z), alors tous les zéros de P'(z) se retrouvent sur la frontiére ou d Uintérieur de P.

Démonstration

Soientay, ag, ..., a, les Zros deP(z) avec, possiblement, despétitions. Si tous leserds sont
identiques le tedreme est trivialement vrai (le polygone est un point). Or, parminleros deP(z)
supposons que’, (2 < n’ < n soient distincts. D’a@s le Lemme 2.2.2 il existe un polygone were P
dem cotts ave@ < m < n’ tel que les sommets;, (3o, ..., 3, sont des efos deP(z) et les £ros deP(z)
gui ne sont pas des sommets se retrougdtimterieur dep.

Donrée > 0soitL;;, j = 14 imodm, ladroite paraklea g;3; d’'une distance de celui-ci et telle que
le polygoneP se retrouve comptement dans un des deux demi-plagtedhires parL;;. Nous prouverons,
d’abord, que tous leszbs deP’(z) sont dans le mme demi-plan que le polygore Pour ce faire on note
que

1
Z— oy

P'(z) _ §
P(z) kZ::l

SiLij ={z:2z=a+10t t € R} alors les deux demi-plans sont

Dl—{z:z—%(zza><0} et DQ—{z:z—%<Z;a)>O}.

Supposons quP C D, et quez € D,. Maintenant, sty est un deseros deP(z)

a2\ _ 70\ [ —a
J( b )‘“( b) J( b >>0'

DoncS(b/(z — ax) < 0. (Pourquoi?) Ceci est vrai pour tous leyas deP(z) de telle sorte que

bP'(2) i b
& = <0
\;( P(z) ) > z::z—ak
d’ou il s’ensuit queP’(z) # 0. Vu quez était un point quelconque de,, P’(z) n'a aucun ero dansDs.
(Notons qu’un argument similaire peetré emplog dans le caswle polygone est contenu dahs.)
Or, lesm droitesL;; déterminent un polygon®. qui est paraktlea P et d’'une distance de celui-ci

(P C Pe). En ®pétant 'argument utilis ‘ci-dessus on conclut qu&(z) n’a aucun eroa I'extérieur dep..
Mais, vu quee > 0 peutétre choisi arbitrairement petif’(2) n’a aucun eroa I'extérieur dep.

C.Q.F.D. n

Exemple 2.2.5 Vérifier le Théoréme de Lucas dans le cas ot P est le polynome défini par

P(z) = 32% —4(1 + )2 + 6i22 .
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Solution

On voit facilement que
P(z) =22 {322 —4(1+41)z+ 62’} =22 (z—711) (2 — 72)
ou

_24VhHR2-VE T2:2—\/5+(2+\/5)z'
3 3

r1
ou, approximativement,
ry=1.41—-041% et ro =—0.08+1.417.

Or, soitP le polygone covexe dstermir€ par0, 1 etro. On note, alors, qU&’(z) = 1223 — 12(1 +14)2? +
12iz = 122(z — 1)(z — ). Laracinel est un sommet d® et le co€ du polygoneP détermir€ parr; etr,
coupe I'axe €el au poin{4/3, 0) et 'axe imaginaire au poir(0, 4/3). Donc, il est clair que lesezds1 eti
de P'(z) sonta l'interieur dep.

Fin de I’exemple.

2.3 ARCS DANS LE PLAN COMPLEXE.

Avant d’aborder la deuxiéme fagon de définir la dérivée d’une fonction complexe, il nous faut étudier
brievement certains aspects de la théorie des courbes dans C.

Un arc I' du plan complexe est I'image de 'intervalle [0, 1] par une fonction continue injective g :
[0,1] — C. Intuitivement, on visualise I' comme une courbe qui ne se recoupe pas. Comme [0, 1] est
compact dans R, il résulte que g induit un homéomorphisme entre [0, 1] et I'. (Un homéomorphisme
est une bijection g : A — g(A) telle que g~! soit continue sur g(A4).) En général, la fonction qui
définit un arc comme entité géométrique n’est pas unique et ce fait est la motivation de la définition
formelle suivante.

Définition 2.3.1 Un arc I’ du plan complexe est un sous-ensemble I' de C tel que l’ensemble de tous
les homéomorphismes entrent [0,1] et I' n’est pas vide. Cet ensemble est noté par Hom([0,1],T).
Si g € Hom([0,1],T") on dit que g représente T".

Exemple 2.3.1 Si a,3 € C le segment [, 3] est un arc. Pour voir ceci on considére g(t) =
(I—=t)a+1tp out € [0,1] qui est un homéomorphisme entre [0,1] et [c, G].

Exemple 2.3.2 Considérons la partie I' du cercle unitaire qui relie les points (1,0) et (0,1). T’

se décrit également bien par l'une ou l'autre des deuz fonctions g1 et go définies par gi(t) =

wt 1-¢2 2t

cos %t +isin % et go(t) = e titig outE [0,1]. Donc, g1 et g2 appartiennent a Hom([0,1],T).

Pouvez-vous trouver une autre membre de Hom(|[0,1],T")?
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Lemme 2.3.1 Si M = Hom([0,1],[0,1]) et si ¢ € M alors ¢ est une fonction monotone.
Démonstration
On traite le cas @ ¢ soit « croissante, 'autre cas corresponainverser la direction deségaligs.
Supposons que € M et quep(0) < ¢(1) et qu'il existet € (0,1) tel quep(t) < ¢(0). Alors
»(0) € (¢(t),¢(1)). Commeg est continue suft, 1] il existeu € (t,1) tel queg(u) = ¢(0) ce qui est
impossible puisque est une bijection. Done(t) > ¢(0), V¢t € (0,1). De fagon semblable on prouve
queo(t) < ¢(1) lorsquet € (0,1). Sitg,t1 € (0,1) avecty < t; un argument similaire montrera que
p(to) < P(t1).
C.Q.F.D. ]

Lemme 2.3.2 Si £ € Hom([0,1],T) alors Hom([0,1],T) ={£o¢: ¢ € M}.
Démonstration

Supposons qué € Hom([0,1],T'). Si¢ € M alors{ o ¢ € Hom([0,1],T"). Six € Hom([0,1],T),
posonsy = ¢~ 1o x. Comme¢é € Hom([0,1],T), &1 € Hom(T,[0,1]) dou ¢ € M. Doncy =
(ot Hox=E00.
C.Q.F.D. [

On voit maintenant que si I' est un arc et si £ € Hom([0,1],T') on peut trouver n’importe
quelle autre fonction qui représente I' en composant £ avec des fonctions de M. Il est clair que si
a <b,(a,beR), on peut définir un arc I' comme un sous-ensemble de C tel que Hom([a,b],I") soit
non-vide. Dans ce cas I'ensemble M serait remplacé par M (a,b) = Hom([a,b],[a,b]). Les résultats
discutés ci-hauts sont encore valables si on substitue [a, b] pour [0,1] et M][a, b] pour M.

Exemple 2.3.3 Déterminer si les fonctions g : [0,2] — C et h: [0,3] — C définies comme

. ) 1, s10<t<1
R A 1 R e
’ ’ 3, si2<t<3
représentent des arcs dans C.
Solution

La fonctiong définit un hongomorphisme entrf, 2] et 'ensemble de pointsedini parg([0,2]). En
effet, I'inverse dey corresponda la projection de I'image de sur I'axe deg. (Voir la Figure 2.1.)
La fonctionh est discontinue gi € {1, 2} et de par ce fait elle n’est pas bijective.

Fin de I’exemple.

Supposons que I' soit un arc représenté par g € Hom([a,b],I"). Une partition P de [a,b] est
une suite finie {tx}, qui consiste d’au moins deux éléments, telle que

a=tg <t <ta<..<th_1<t,=Db

pour laquelle la norme est
6 = ||P|| = max{Aty, Atg, ..., Aty }
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1 3
0.8 2.5
0.6 2
' 1.5
0.4 1
0.2 0.5
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figure 2.1: Les fonctions de I’Exemple 2.3.3.
ou Atk =1 — k-1, k= 1, 2, ey T

NOTA: En général, une partition d’un ensemble I est un ensemble P de sous-ensembles de [
deux & deux disjoints et dont la réunion est I. Donc, la définition donnée ici correspond a un type
restreint de partition. On peut quand méme faire le lien entre les deux définitions en notant que
notre partition correspond a

P = {{tU}a {t07 tl}v {t1}> {tb t2}7 ey {tnfla tn}’ {tn}}

ou les tj, satisfont les inégalités mentionnées ci-hautes.
Si g(t) = x(t) + 1y(t) alors les points Py (c-a-d g(tx)) sur larc I', correspondent aux t;. Ces

points ¢(tx) déterminent un polygone 7p inscrit dans I'. (Voir la Figure 2.2.) La longueur de
chaque coté de mp est

12 ¢
10 ¢

8
6t
4
2

2 4 6 8

Figure 2.2: Polygone avec 8 points inscrit dans un arc.

| Py—1Py| = d(Py—1, Py) = \/(Axk)Q + (Ayy)?
olt Azy = z(tk) — z(tk—1) et Ay = y(tk) — y(tr—1).
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Le périmetre de wp est
n

AP)=> d(Py_1,Py).
1

Considérons 'ensemble de tous les périmetres possibles correspondant a toutes les partitions
possibles de [a,b]. S'il existe un nombre réel G, avec 0 < G < oo, tel que tous les périmetres A(P)
soient plus petits qu’ou égaux a G alors on dit que l'arc I' est rectifiable ou que la longueur
d’arc de I existe. Cette longueur d’arc L se définit par suppepgrifap AP)-

Rappelons qu’une fonction réelle f : [a,b] — R est dite & variation bornée si et seulement si
il existe H > 0 (fini) tel que pour n’importe quelle partition P{a =ty < t; < ... < t,, = b}, la
somme Y 1" |f(tx) — f(tx—1]| est toujours plus petite qu’ou égale & H.

On accepte le résultat suivant sans démonstration.

Théoréme 2.3.1 (Jordan) Un arc I' représenté par g(t) = z(t) +iy(t) : [a,b] — C posséde une
longueur L < oo si et seulement si les deux fonctions x(t), y(t) sont a variation bornée. De plus,
cette longueur L s’exprime par la formule

n

L= sup Azp)? + (Ayp)2. 2.3
pepm[a,b];W 2+ (Ayp) (2.3)

Théoréme 2.3.2 Soit I' un arc représenté par g(t) : x(t) + iy(t) : [a,b] — C tel que les fonctions

x(t), y(t) soient de classe C' sur [a,b]. De plus, supposons que & = ‘fi—f ety = ‘fi—? sotent a la fois
zéro pour au plus un nombre fini de valeurs de t € [a,b]. Alors la longueur L de T' s’exprime par la

formule

b
L:/ &2+ g2 dt. (2.4)

Démonstration

SoitP ={a=ty <t <..<ty1 <t,=>b}une partition dda, b]. Considrons la fonctionz(t).
On voit que

n

o la(te) — w(te-a| =Y (k) Aty
1

1

ol i € (tx—1,tr) par le tl€oeme de la moyenne. De plus,

n

Z ’1‘(7’]6) Atk‘ < GiAtk = G(b — a)
1 1

ou0 < G < co. Cecivient du fait qu’une fonctioreglle continue sur un intervalle feenest ®cessairement
borné. Doncz esta variation boreé et il en est de e poury. Par le TlEoeme 1, la longueuf deTl’
existe et s’exprime pg2.3).
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On peut supposer qugt) ety(t) ne sont pas la fois Zro pour tout € (a,b). (Pourquoi?) Soient

e > 0etd > 0tels que si(P) est le grimetre assoe&a la partition?

L— =L — Z \/Aa:k + (Ayg)?

chaque fois qué® < ||P|| = norme deP < ¢é. Pour un telP on voit, en appliquant le g#oEeme de la

wlm

moyenne, que
Z VI ()] + [3(80))? Aty

oUtg_1 < ap < tpettg_1 < P < tg, k=1,2...,n. Choisissonsy, € (tx_1,tr) pourk = 1,2, ....,ndune

fagcon compétement arbitraire. Si est dfini par

= i VIO + [§(w)]2 Aty

alors .
IAP) = o) < 3 (Kotann) = 0] + 1350) — )] ) At
1

Commes(t) ety(t) sont unifornr€ment continues suui, b], il s’ensuit que, poué, > 0 suffisamment petit

i) =) < gy & O =< s

lorsquejt — t'| < 8. Prenons un tels et poson® = min (61, 62)
Donc, quand) < || P|| < é on trouve que

€ € €

A(P) — b—a)=—.

AP) =l > 4(b—a)+4(b—a)( %) 2

Enfin, si0 < || P|| < 6 alors
IL — \(P)| < % et
De ce qui pecde on voit que pour tout > 0, il existe uné > 0 tel que, quelle que soit la partition
<t,=Vb}etlesr, € (ty_1,tx),k=1,2,...,

’L Z\/ Tk Tk)]QAtk‘ <€

ce qui, d'apes la dfinition mMéme de I'inEgrale de Riemann, veut dire

L= /\/ £)2dt.

MP)—o <E:> L—-o|<e.
2

P:{a:t0<t1<...

C.Q.F.D.
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TN TN

[0, L]

N\ w /!

Figure 2.3:

-

Un arc du type décrit dans ce théoreme est dit régulier s’il n’existe pas de ¢t € (a,b) tel que
#(t) = y(t) = 0. Lorsqu’il existe un nombre fini de valeurs ¢ € (a,b) telles que #(t) = y(t) = 0, on
dit que ’arc est régulier par morceaux.

Soit I" un arc régulier représenté par zo(t) = x(t) + iy(t) : [a,b] — C. La fonction s définie par

/ VI (u w)]2 du

est strictement croissante avec s(a) = 0 et s(b) = L, la longueur d’arc de I'. 1l est clair que
s € Hom([a,b],[0, L)).

L’inverse de s, notée par t, est aussi strictement croissante et t(0) = a,t(L) = b, et t
Hom([0, L], [a,b]). Il en résulte que l'arc I' peut étre représenté par la fonction w(s) = z1(s)
20(t(s)) € Hom([0, L],T"). (Voir la Figure 2.3.)

[l m

Exemple 2.3.4 Si o, € C avec a # 3 larc régulier [, 5] peut étre représenté par
20(t) = (1 —t)a+tp € Hom([0,1], [«, 5] .

La fonction s est donnée par

:/at\/,é(u)é(u)du:/ot 18— aldu=1|3—alt.

Donc t(s) = s/|B — al et un point z de |, 5] peut étre décrit a U'aide de la fonction

51(5) = 20(t(s)) = 1 - ny

;}a _ s
18—« 18—«
qui est un membre de Hom(|0, |8 — o], [a, A]).

Fin de I’exemple.

Soit I" un arc régulier représenté par z = z(t) = x(t) + iy(t) : [a,b] — C avec a,b € R. Au point
(z(t),y(t)) de T la direction de la droite tangente est celle du vecteur (&, 7). Pour cette raison on
appelle le nombre complexe & + iy le vecteur tangent a I' au point (z(t), y(t)).
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Si g(t) est une fonction de domaine D C R et qui a son image dans C alors ¢(t) = u(t) + iv(t).
Si les deux fonctions réelles u, v sont dérivables on définit % = fli—? + i% = u+10. Il est & noter que
cette définition n’entre pas en conflit avec celle de la dérivée complexe car, considéré comme une
partie de C, le domaine D de ¢(¢) n’a aucun point intérieur donc, la dérivée complexe ne saurait
étre définie pour g.

A cause de cette définition, le vecteur tangent d’un arc régulier I' représenté par z = z(t) peut
s’écrire comme dz/dt.

Pour un arc régulier I" défini par 2 : [a,b] — C nous avons

dz dz
——du
du du
et on trouve que, pour la représentation z : [0, L] — C, (s — 2¢(t(s))) on a

% - (t) i y(t) = e = cos 1 sin
ds ~ 0] T O isind (2.5)

d’apres la regle de dérivation d’une fonction composée de deux fonctions et celle de I'inverse d’une

fonction. Notons qu’ici 0 est 'angle entre % et ’axe des . On peut supposer que l'angle 6 € [0, 7)
car si ceci n’est pas déja le cas le changement de parametre ¢’ = —t corrigera la situation.

2.4 FONCTIONS POLYGENES.

Soit f :  — C une fonction complexe définie sur une région Q. Si f(z) = u(z,y) + iv(x,y), ou
w:Q —Retv:Q— Rsont de classe C! sur €, f s’appelle fonction polygéne sur €.

Soit f une fonction polygene sur € et soit I', représenté par z : [a,b] — C un arc régulier qui
passe par un point z € €. Ici on suppose que z(s) = x(s) + iy(s) ou s est la longueur d’arc de T'.
Vu que € est une région, il existe un voisinage V'(z, ) tel que V(z,8) C Q et une section de I’arc
I contenant z est contenue dans V(a, ).

Si les équations de I'arc I' sont substituées dans celle de la fonction f on obtient une fonction f; :
z(a, 3) — C ou (v, 3) est un intervalle réel qui est formé des valeurs de s telles que z(s) € V(z,6).
Donc, le long la section de I'arc T' contenue dans V(z,6) on a fi(s) = f(z(s)) = u(x(s),y(s)) +
iv(z(s),y(s)) = u1(s) +ivi(s). (Voir la Figure 2.4.)

La dérivée de cette fonction par rapport a la variable réelle s s’exprime par

d_fl - du1 ,dv1

/ —_— —_—
hils) ds  ds ‘ ds

drOou dydu [dxOv  dyov
= oot ivay)  won * way)
Ou .0v] dx Oou .Ov] dy
SR TR i
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Voi si nage

8 S
/
Figure 2.4:
TS
= &Ccosﬁ—l—aysmﬁ
- lg_a_f} i0 l[a_f B_f} —if
N 2[895 Z@y ¢ +2 8x+18y ¢

< d 0 . dz _ —if :
ot E =e"et =e"" 0¢c0,m). On voit que

dfy  dz 1(8 ,8) 1_21-9(8 ,8)
ds ~ds 2 \0x z@y f+2€ 81:+18y /
La quantité f](s)/z'(s) s’appelle dérivée directionnelle ou dérivée polygeéne de f, la di-
rection étant celle de I' au point z. Dorénavant la dérivée polygene pourra aussi se noter comme

f'(2,T) qui indique explicitement la dépendance sur z et T'.

Pour simplifier la notation il convient d’introduire les deux opérateurs linéaires D, et D; définis
par les formules

170 .0 170 .0
D=3 (5 i) ¢ =3 (m+)

La dérivée polygene s’exprime, donc, par
f'(z,T)=D.f +e*’D.f

Les formules suivantes sont facilement vérifiées:

1. (Vn €N) D,2" =nz"" 1 Dz2" =0
2. (Vn € N) D.z" =0, D;z" = nzn!
3. (Ym,n €N) D,2"z™ =nz""12M  Dz;2"z™ = mz"zm !
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Ces formules semblent indiquer que D, agit comme une dérivée partielle par rapport a z et
D: comme une par rapport a z. Mais, & vrai dire, ce n’est pas le cas car on ne peut fixer z, par
exemple, tout en laissant varier z! Néanmoins, la tentation étant plus fort que la raison, on notera
ces deux opérateurs par D, = % et D; = % comme s’ils étaient des vraies dérivées partielles. Il
est a espérer, toutefois, que le lecteur se souviendra, qu’en réalité, ces symboles ne
représentent que les opérateurs linéaires D, et D; respectivement.

Maintenant on peut écrire la formule pour la dérivée polygéne comme suit

/ _ a_f —QiGa_f
f(z’r)_az” 0z’

A une fonction polygene f : Q — C, on associe trois plans complexes. Le premier est celui qui
contient le domaine 2 de la fonction. Le deuxiéme est celui ot on trouve les valeurs de la fonction
f. Et le troisieme est celui dans lequel on dessine les valeurs de la dérivée polygene f'(z,T'). En
examinant ’expression pour la dérivée polygene, on remarque que sa valeur est déterminée par la
donnée d’un point z € §2 et par celle d’une direction (celle de la droite tangente a I'). En particulier,
si I'1 et I'y sont deux arcs réguliers passant par z, lesquels ont la méme droite tangente a ce point z,
alors f'(z,T'1) = f/(2,T'2), d’ou il résulte que I’arc en question peut étre remplacé par un intervalle
d’une droite qui passe par z dans la méme direction. Le couple qui consiste d’un point et une
direction spécifiée par un angle 6 s’appelle élément linéaire. Donc, la dérivée polygene établit
une correspondance entre les éléments linéaires de €2 et des points du plan des dérivées.

*

Pl an du domai ne Pl an des cercl es

Figure 2.5:

Posons f/(z,0) =~y =~y +iy2 = % + e_Qi(’%. Alors, si z est un point fixe de €2, les valeurs %
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et 8—’; sont aussi des points fixes dans le plan des dérivées d’ou

o
‘ of| _|of
779z |oz
Si g—JZC =a+if et ]%[ = |h 4+ ik| = r > 0 il résulte que, pour z fixe et lorsque 6 varie, le lieu de
points décrit dans le plan des dérivées est un cercle de rayon r = |%|. Chaque élément linéaire

correspondant au point z détermine un point sur ce cercle. Ce cercle, qui pourrait bien étre de
rayon zéro, s’appelle cercle de Kasner associé au point z par la fonction polygene f. Il est a
noter que lorsque 1’élément linéaire tourne autour du point z, le point correspondant dans le plan
des dérivées se promene sur le cercle de Kasner dans la direction opposée et deux fois plus vite. (A
vérifier!)

Figure 2.6:

Il est clair, maintenant, qu’on peut visualiser la correspondance f’ : 2 — C comme une fonction
qui associe a chaque point z de son domaine, un cercle. La figure 2.4 montre ce qui se passe pour
deux points types et la Figure 2.6 indique comment un point varie sur le cercle de Kasner lorsqu’on
varie les éléments linéaires passant par un point dans le domaine de la fonction.

Exemple 2.4.1 Evaluer la dérivée polygene de la fonction f(z) = 22 +y? +x + iy et déterminer
s’il y des points ou f est monogéne ou réguliére selon les définitions de la derniére section.

Solution
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On voit facilement que

R S R

9r 'y
Donc, ‘
F(2T) = (@+1—iy) + e > (z +iy)

Notons que le rayon du cercle de Kasner esbzi et seulement si= 0.
La fonction f peut sEcrire commef(z) = zz + z et on voit directement de la preerng dfinition de la
dérivée que
: . b\ :
lim =lim|Z4+14+(24+h)- | =Z+ 1+ lim(z+h)
h—0 h—0 h h—0

flz+h) = f(2)
h

>

Mais cette limite ne peut exister quezsi= 0! Donc, f est monoghe (afrivable dans les sens ordinaire)
seulementsi = 0. Toutvoisinagéd’ (0, ), 6 > 0 contient des points pour lesqugls’est pas monogyie ce
qui implique quef n'est Bguliere au point = 0. (Elle n’est pase&guliére ailleurs non plus car legnéquis
d’'etre monoghe n’est pas satisfaite.)

Fin de I’exemple.

La relation qui s’est présentée dans cet exemple entre I'existence de la dérivée et le fait que le
rayon du cercle de Kasner égalant zéro n’est pas une coincidence comme on verra dans la prochaine
section.

Exemple 2.4.2 Montrer que si f et g sont deux fonctions polygénes pour lesquelles tous les cercles
de Kasner sont dégénérés (de rayon zéro) dans une région Q0 alors |f|? + |g|* = k, ou k est une
constante, implique que f et g sont identiquement constantes dans Q.

Solution
Notons qud f|? + |g|? = ff + gg. Donc,
5} 3 _ 7! _/
55 [F+99) =1 +99 =0

et
2

5. [T +99)=FT+47 = P +19)?=0.

Donc,|f’| = |¢'| = 0 d’ou le résultat suit imrediatement.

Fin de I’exemple.

Dans la prochaine section on montrera que la condition imposée aux fonction f et g dans le
dernier exemple équivaut a dire que les deux fonctions sont régulieres dans la région 2. Il est laissé
au lecteur de reformuler ’énoncé de I’exemple en tenant compte de ce fait.
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2.5 RELATIONS ENTRE LES DEUX DEFINITIONS DE LA
DERIVEE.

Rappelons que si g : U — R, ou U est un ouvert de R?, est une fonction réelle & deux variables et
si g possede une dérivée partielle par rapport & x au point (a,b) € U, alors
dg

9z (@0 = Jimy

gla+ h,b) — g(a,b)

Il y a une formule semblable pour g—g(a, b), si elle existe.

On rappelle aussi qu'une fonction réelle g : U — R, U C R?, est dite dérivable au point
(a,b) € U (ouvert) s'il existe X,Y € R tels que si (x,y) se trouve dans une certain voisinage de
(a,b) on ait

9(@,y) = g(a,b) + (x — a)[X + m(z,y)] + (y = O)[Y + n2(z, y)]

ou n et 12 sont des fonctions continues en (a,b) avec ni(a,b) = n2(a,b) = 0. Dans les cours
d’analyse réelle on démontre que sous ces conditions la fonction g possede des dérivées partielles
par rapport a x et y lesquelles s’expriment par

9y 9y

X:%((Lb) et Y:a—y(a,b)

Théoréme 2.5.1 Soit f : w — C une fonction définie sur une région Q avec f(x,y) = ¢(x,y) +
ip(x,y). Alors f est dérivable au point zy € § ssi ¢p(x,y) et (x,y) sont dérivables au point (o, yo)
et satisfont les équations de Cauchy-Riemann

O _ov 0% _ Oy

or oy Oy Oz’ (2:6)

Démonstration

Supposons quey = xg + iyg € §2 et choisissons > 0 tel queV (zp,7) C Q. Sif : Q@ — C est
dérivable au pointy il existe une fonctiom : V(zg,r) — C telle que

f(z) = f(20) + (2 = 20)[f'(20) + M2)], 2 € V(20,7)

ou A est continue eny et A(zp) = 0. SiA = A\ + iXg etz = x + iy, on voit que

¢(x,y) = d(xo,y0) + (z — 20)[R(f'(20)) + Mz, »)] + (¥ — 0) [ (' (20)) = Aoz, y)] -

Comme)\; et \s sont continues ey, yo) avecA(xg, yo) = A2(xo,yo) = 0. Il S’ensuit quep(x,y) est
dérivable en(zg, yo) et, de plus

¢ ¢

%(wo’yo) =R(f"(20)) , 8—y(1‘0,y0) = —S(f'(20)) -
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De fagon semblable,

S a.00) =3 ) 5 o) = RS (o).

Donc 96 o 96 9
%(ﬂﬁo,yo) = a—y(wo,yo) et a—y(ﬂﬁo,yo) = —%(dfo,yo)'

Réciproquement, supposons gbler, y) et (x, y) soient édfrivables au pointxo, yo) et qu’elles satis-

fassent leequationg2.6). Alors, il existe quatre fonctions;(z,y),j = 1,2, 3,4 définies dans un certain
voisinage dd o, yp) telles que

0 0

0l.) = ol ) + (o = ) |5 . 90) + )| + (o= 90) | 5 o) + )]

et
Y(z,y) = ¥(20,90) + (x — 20) [g—f(wo, Yo) + n3(x, y)} + (¥ — o) [%(m’ Yo)na(z, y)]

ou lesn; sont continues ey, yo) avecn; (o, yo) = 0.
Deséquationg2.6), on obtient

f(z) = f(z0) + (2 — 20) [%(960,.@0) + Z.Z_i(x(]vyo) + f(z)}

tel que, pour: # z

r — X — Yo
+ (e + ) 22

Z— 20 Z — 20

§(2) = (m +ins)

Il est clair que, poue # z

1€()| < [m(z, y)| + [m2(z, y)| + n3(z, y)| + [na(z, y)|

de telle sorte qu&(z)| — 0 lorsquez — zo. En appliquant le Lemme 2.2.1, on a gfie’) est &rivable en
20

C.Q.F.D. n

Dans la démonstration de ce théoréme nous avons supposé que les fonctions ¢ et 1 fussent
dérivables au point (zg,y0). Cependant, pour le reste de cette section, on suppose que ces deux
fonctions soient de classe C! sur leur région de définition ou, ce qui revient au méme, que f = ¢+
soit une fonction polygene sur €.

Théoréme 2.5.2 Soit f : Q) — C une fonction polygene sur une région Q) et soit z € Q. Alors, la
dérivée, définie comme une limite, de f existe si et seulement si le graphique de sa dérivée polygéne
a ce point z est un cercle de rayon zéro (c-a-d un point).

Démonstration
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Du Théoreme 2.5.1 on voit qu¢ est drivable er: si et seulement si lesquations de Cauchy-Riemann
sont satisfaites. Mais ceci est vrai si et seulemeggs-i: 0. Comme le rayon du cercle de Kasner\%q,
le résultat esetabli.

C.Q.F.D. n

Exemple 2.5.1 Supposons que f soit une fonction polygene et que % = % dans une région 2.
Que peut-on dire par rapport a la nature de la fonction f?
Solution

. 8 6 . .
La condition?! = 9L surQ implique que

ﬁl<%+@_@+@>1(@+@+@_@)
9z 2\0z 'Oz "ay oy) 2 \ox iy 18y oy
dou 0 0 0 0

v u v u

a9y l@y 0 = 3y 0 e dy 0

Donc, u et v sont des fonctions de la variableelle z (elles sont indpendantes dg). A moins détre
identiquement constante, une telle fonctjone peut jamaistre Eguliére dans uneagion car legquations
de Cauchy-Riemann exigeraient que

ou_ o0 _ou_ov _
or Oy 0Oy Oxr
surf2.

Fin de ’exemple.

Il est facile a voir que les équations de Cauchy-Riemann sont équivalentes a la condition % =0.
Donc, si nous avons a étudier une fonction afin de savoir si elle est dérivable, réguliere ou holomor-
phe nous pouvons nous servir des équations de Cauchy-Riemann directement, ce qui requiert la
décomposition de la fonction complexe sous la forme u(z,y) + iv(z,y), ou nous pouvons appliquer
I'opérateur %, si la fonction se présente comme une expression en z et z.

Exemple 2.5.2 Etudier les fonctions
a) f(z)=32%2+2%-62 b) g(2) =xy® + 2+ 2+ xy’i

pour déterminer ou elles sont dérivables.

Solution

a) lci on trouve que‘g—é = 322 + 322 — 6. Donc, f est drivable pour les points qui satisfonetjliation
224+ 7z% -2 = 0. Envariableseelles on voitimmediatement que ceci regsénte I'hyperbole? —y% = 1. La

fonction f est alors dfivable (monoghe) pour tout point sur cette courbe mais elle ne sagitr@it€guliere
en aucun point. (Pourquoi?)
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b) Dans ce cas nous avons= zy°> + = + 2 etv = zy* de telle sorte que

%:y2+1 g—Z:Q:Uy g—;:yS g—Z:?):UyQ

et leséquations de Cauchy-Riemann exigent que
v =3z  +1=0 et y(y*>+2x)=0

Il est clair quey # 0 a cause de la premmié équation. Lautre possibilitesty? = 2z ce qui entraie
622 — 22 — 1 = 0. |l faut exclure la racine positive de cetguiationa cause de la conditioy? + 2z = 0
(y doit étre Bel). Doncg n'est dErivable qu’aux points

-7 [1-7 1-V7 [1-T
6 +1 3 et 29 = 5 —1 3

zZ1 =

On note quey n'est EBguliére en aucun point.

Fin de ’exemple.

S’il est déja connu qu’une fonction f est holomorphe sur une région €2 il est possible de calculer sa

fonction dérivée de plusieurs facons différentes en utilisant les égalités impliquées par les équations

de Cauchy-Riemann. En effet, pour tous les z € €, % =0— % = —ig—i de telle sorte que

g0 o or
dz 0z ox Oy’

En pratique on choisit la formule qui s’applique directement a la forme de la fonction donnée.
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2.6 EXERCICES

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6
2.7
2.8

SECTION 2.1
Prouver que
A) lim, ., 2" = 27, B) limzﬁzOZin = %
Evaluer
iz3 —1

A) lim

2—i 2 — 1

9

P
B) lim (2) ou P, sont des polynoémes,
5 Q)

C)  lim SO

Z—VL'ZQ—'L"

A partir de la définition montrer que

1 1
A) lim 0, B) lim-——= =0

im0 22 41
Lesquelles des limites suivantes existent?
R(22) S(=2)

A) hmz_>0 W’ B) hmz_>0 W,

2 . .
. N z|*, si x,y rationnels;
C) lim—o f(Z) ou f(z) - {l) | autreyment
, .

Prouver les formules pour les limites des sommes et quotients.
SECTION 2.2

Prouver les formules pour la dérivée d’une somme, d’un produit et d’un quotient.

Montrer que f(z) = R(z) n’est jamais dérivable.

65

Pour quelles valeurs de z = z + iy la fonction f définie par f(z,y) = f(z) = 2 + azy +
by?, a,b € R est-elle dérivable?
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2.9 Montrer, a partir de la définition de la dérivée, que

d1 1 .

%; = —; S1 z # 0.
2.10  Trouver les singularités de f(z) = 1/(z* +1).
2.11 Prouver le Lemme 2.2.2

2.12  Montrer que f(z) = 2z = || est dérivable en z = 0 mais ne l'est pas pour toute autre
valeur de z. Que se passe-t-il pour la fonction g(z) = |z|?

SECTION 2.3

2.13 Si

1, sit=0;
g(t) = {

tsint +ie!, site (0,1].
montrer que g définit un arc qui n’est pas rectifiable.

2.14 SiT est un arc, montrer que Hom(I',T") est un groupe et que
Hom(T',T') = Hom([0,1],[0,1]).
2.15 Pour larc I" représenté par z(t) = log|sect| + it : [0,7/4] — C, remplacer le parametre ¢

par la longueur d’arc s.

2.16 % Si I est un arc représenté par z(t) = z(t) + iy(t) et si dans un voisinage de to, ©(t) et
y(t) ne sont pas a la fois zéro, montrer que le rapport

longueur d’arc

longueur de corde

tend vers 1 lorsque P (z(t),y(t)) tend vers Py ((z(to),y(to)) le long de larc T'.

2.17 Trouver au moins deux représentations paramétriques pour I’ellipse

=1.

2
2, ¥
x+4

SECTION 2.4

2.18 Evaluer la dérivée polygene pour chacune des fonctions suivantes:
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A) f(z)=R(), B) f(z) = S(2).
C) f(z) = e(cosy +isiny), D) f(z) =2
E) f(z) = cosh (R(2)). F) f(z)= (1+2)/(1+2).

2.19 Une fonction f : C — C est dite monogéne en z au point zp de son domaine si %(zo) =0.

Trouver une interprétation géométrique de cette situation.

2.20 Trouver le cercle de Kasner associé & chaque point du domaine de la fonction f(z) = 2R(z).

2.21  Trouver tous les points auxquels f(z) = zz? — 2z — 3i est monogene.

2.22  Existe-t-il des fonctions ¢ : C — R telles que le rayon de leurs cercles de Kasner soit

toujours zéro dans une région?
2.23 Prouver que si f = ¢ + i) est une fonction holomorphe dans une région {2 alors ¢ =

constante sur € si et seulement si f =constante sur €.
2.24  Si f(z) = ¢(z) +iy(z), montrer que
of _ (ﬁ)
0z \oz)’

2.25 % Si f est une fonction polygeéne en w et g une fonction polygene en z telles que la

composition g o f soit polygene en z, prouver que
0 _Ofow  Of Oow
af[g(z)] = 9w ds ow s

2.26  Une fonction f de classe C? sur une région ( est dite harmonique si V2 f = gi{ + giy; =0

sur 2. Montrer que

2
A) Vif=4 9 f_ = 0si f est harmonique.
020%
B) Si f est harmonique alors f(z) = H(z) + G(2).

2.27 Est-il vrai que si f et g sont des fonctions polygeénes sur une région 2 alors (fg)’=fg’+gf’?

(Expliquer!)
2.28 Si ¢(z,y) est une fonction harmonique réelle montrer que si P est un polynéme en une

variable alors P(¢(x,y)) ne peut étre harmonique que si P est linéaire.

SECTION 2.5

2.29  Montrer que f(z) = 2% + 3y? + 2izy ne possede une dérivée unique que pour les points de

I'axe réel.
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2.30 Sir, 0 sont des coordonnées polaires, prouver que

3_i(2_£> Q_i<§+-ﬁ)
92 2z\"or '00) 9z 2z2\"or "'00)"

Déduire la forme des équations de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires.

2.31 Sif(z)=r (cosg + ¢sin g) our>0et —m <6 <7, prouver que f'(z) existe.

PROBLEMES DIVERS

2.32 Démontrer que si f et g sont des fonctions régulieres au point zg et si ¢'(z9) # 0 alors

1) _ f'(z0)
=% g(z) ()

(Ceci est une forme de la regle de 'Hopital.) Notons que si ¢'(z9) # 0 on peut appliquer la régle
sur f'/g’ si ces deux dernieres fonctions sont régulieres au point zg.

2.33  Evaluer

. 21641 : , 2348i
A) lim.; 2041 B) lim, _»; 2221 (3—41)z—6i

2.34 % Trouver une solution particuliere de ’équation aux dérivées partielles

O o

gt o =@ V)"

pour lescasn =1et n = 2.



